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Resumo

Este trabalho faz uma reflexdo sobre a Dissertagdo desenvolvida; no programa de Pos-
Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Matematica do Instituto Federal de Educagéo, Ciéncias e
Tecnologia do Estado do Ceard; pelo docente da SEDUC/CE Arlem Atanazio dos Santos.
Nesse sentido, este trabalho tem o objetivo de realizar uma anélise das etapas da Engenharia
Didatica que Santos (2017) construiu no Ensino Superior. Assim, tem-se dois objetivos
especificos: (i) evidenciar o potencial metodoldgico (dessa engenharia) de transposicéo
didatica de modelos matematicos nao triviais; (ii) oportunizar ao leitor o desenvolvimento de
uma concepgdo epistemolégica sobre o ensino de Histdria da Matematica com énfase no
processo historico-evolutivo do modelo de Fibonacci. Essa dissertagdo assumiu a Engenharia
Didatica como metodologia de pesquisa em complementaridade com a Teoria das Situacdes

Didaticas. Numa visdo panoramica, foram abordadas definicbes e relacbes matematicas
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oriundas da generalizacdo e extensdo da Sequéncia de Fibonacci. Contudo, para a sala de aula,
foi considerada a Formula de Binet como modelo de generalizacdo e extensdo dessa
sequéncia. Assim sendo, seguindo o paradigma dessa engenharia, compreende-se que foi
realizada uma transposicdo didatica do modelo Fibonacciano generalizado, em que a
experiéncia didatica foi efetivada no Ensino Superior. O que pode oportunizar o
desenvolvimento de uma concepcdo epistemoldgica do ensino de Histéria da Matematica
durante a formacao inicial de professores de Matematica. Aléem do mais, diante do processo
historico-evolutivo que envolve o modelo de Fibonacci, pode-se concluir que o surgimento de
novas definicbes e propriedades contribuem para ampliar o repertério da Historia da
Matemética.

Palavras-chave: Engenharia Didéatica. Sequéncia de Fibonacci. Férmula de Binet. Teoria das

Situacdes Didaticas.

Abstract

This paper reflects on the dissertation developed; in the Graduate Program in Science and
Mathematics Teaching of the Federal Institute of Education, Science and Technology of the
State of Ceard; SEDUC / CE teacher Arlem Atanazio dos Santos. In this sense, this work aims
to perform an analysis of the Didactic Engineering stages that Santos (2017) built in Higher
Education. Thus, there are two specific objectives: (i) to highlight the methodological
potential (of this engineering) of didactic transposition of nontrivial mathematical models; (ii)
provide the reader with the opportunity to develop an epistemological conception of the
teaching of history of mathematics with emphasis on the historical-evolutionary process of the
Fibonacci model. This dissertation assumed Didactic Engineering as a research methodology
in complementarity with Didactical Situation Theory. In a panoramic view, definitions and
mathematical relations arising from the generalization and extension of the Fibonacci
Sequence were approached. However, for the classroom, the Binet Formula was considered as
a model of generalization and extension of this sequence. Thus, following the paradigm of
this engineering, it is understood that a didactic transposition of the generalized Fibonaccian
model was performed, in which the didactic experience was carried out in Higher Education.
This can lead to the development of an epistemological conception of the teaching of history
of mathematics during the initial formation of mathematics teachers. Moreover, given the
historical-evolutionary process that involves the Fibonacci model, it can be concluded that the
emergence of new definitions and properties contribute to broaden the repertoire of the

history of mathematics.
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Resumen

Este articulo reflexiona sobre la disertacion desarrollada; en el Programa de Posgrado en
Ensefianza de Ciencias y Matematicas del Instituto Federal de Educacion, Ciencia y
Tecnologia del Estado de Ceara; Profesor SEDUC / CE Arlem Atanazio dos Santos. En este
sentido, este trabajo tiene como objetivo realizar un andlisis de las etapas de Ingenieria
Didéactica que Santos (2017) construy6 en Educacion Superior. Por lo tanto, hay dos objetivos
especificos: (i) resaltar el potencial metodologico (de esta ingenieria) de la transposicion
didactica de modelos matematicos no triviales; (ii) brinde al lector la oportunidad de
desarrollar una concepcion epistemoldgica de la ensefianza de la historia de las matematicas
con énfasis en el proceso historico-evolutivo del modelo de Fibonacci. Esta disertacion
asumid la Ingenieria Didactica como una metodologia de investigacion en complementariedad
con la Teoria de la Situacién Didactica. En una vista panoramica, se abordaron definiciones y
relaciones matematicas derivadas de la generalizacion y extension de la secuencia de
Fibonacci. Sin embargo, para el aula, la Formula Binet se consider6 como un modelo de
generalizacién y extension de esta secuencia. Asi, siguiendo el paradigma de esta ingenieria,
se entiende que se realizé una transposicién didactica del modelo generalizado de Fibonacci,
en el que la experiencia didactica se realiz6 en la Educacion Superior. Esto puede conducir al
desarrollo de una concepcidn epistemoldgica de la ensefianza de la historia de las matematicas
durante la formacion inicial de los profesores de matematicas. Ademas, dado el proceso
historico-evolutivo que involucra el modelo de Fibonacci, se puede concluir que la aparicién
de nuevas definiciones y propiedades contribuyen a ampliar el repertorio de la historia de las
matematicas.

Palabras clave: Ingenieria Didactica. Secuencia de Fibonacci. La férmula de Binet. Teoria de
situaciones didacticas.

1. Introducéo

Este trabalho faz uma analise sobre a Dissertacdo defendida e desenvolvida; no curso a
nivel de Mestrado Académico do Programa de P6s-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e
Matematica — PGECM do Instituto Federal de Educagéo, Ciéncias e Tecnologia do Estado do
Ceara — IFCE; pelo docente Arlem Atanazio dos Santos, o qual atualmente é vinculado a rede
de Ensino Basico Regular do Estado do Ceara, Secretaria de Educacdo — SEDUC.
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Essa dissertacéo foi elaborada na area de concentra¢do do Ensino de Matematica, sob
0 viés da vertente francesa da Didatica da Matematica, na linha de pesquisa que investiga
sequéncias generalizadas e sua possivel transposicdo didatica. Nesse sentido, a dissertacdo €
intitulada da seguinte forma: “Engenharia Didatica sobre o Estudo ¢ Ensino da Férmula de
Binet como Modelo de Generalizagdo e Extensao da Sequéncia de Fibonacci”.

A pesquisa em discussdo foi organizada em sete secdes. Sendo a primeira se¢do
introdutoria, onde o autor apresentou o objeto a ser investigado, a problematica, justificativa,
questdo norteadora e os objetivos definidos. O segundo capitulo abrangeu a metodologia de
pesquisa denominada de Engenharia Didatica — ED em complementaridade com a Teoria das
SituacGes Didaticas — TSD. Nas terceira e quarta se¢des, foi feita uma discussao de defini¢cdes
e relacBes matematicas oriundas da generalizacdo e extensao da Sequéncia de Fibonacci — SF.

No capitulo 5, foram apresentadas a concepcdo e analise a priori das situacdes
didaticas e a descricdo das atividades propostas. Na secdo posterior (capitulo 6), foi abordado
sobre a experiéncia didatica que foi desenvolvida no Ensino Superior especificamente no
curso de Licenciatura em Matematica do IFCE. As situacdes didaticas tinham como conteido
geral a funcdo geradora e a extensdo da SF. Assim, nessa secdo, o autor avalia o desempenho
dos alunos e faz a anélise a posteriori e validacdo da pesquisa. Por fim, na ultima secéo,
foram apresentadas as consideraces finais evidenciando sua relevancia no campo da Didatica
da Matematica e sua contribuicdo para fundamentar trabalhos futuros.

Diante do exposto, este trabalho tem o objetivo, por meio da sintese da dissertacdo de
Santos (2017), de realizar uma anélise das etapas da ED que ele construiu no Ensino Superior.
E, com isso, foram definidos dois objetivos especificos: (i) evidenciar o potencial
metodoldgico (da ED) de transposicdo didatica de modelos matematicos nao triviais; (ii)
oportunizar ao leitor o desenvolvimento de uma concepcéo epistemoldgica sobre o ensino de

HM com énfase no processo historico-evolutivo do modelo de Fibonacci.

2. Metodologia

Esta resenha é uma revisdo tedrica sobre a ED, de primeira geragdo desenvolvida no
Ensino Superior, sobre a generalizacdo e extensdo da SF. Conforme Cervo, Bervian e Silva
(2007, p.61), a pesquisa bibliografica possui carater descritivo e analitico, com a finalidade de
possibilitar ao pesquisador adquirir fundamentacdo para discutir sobre seu objeto de
investigacdo, de maneira que valide suas hipéteses de pesquisa. Além do mais, esta pesquisa

foi desenvolvida numa abordagem qualitativa.




Research, Society and Development, v. 9, n.1, e165911767, 2020
(CC BY 4.0) | ISSN 2525-3409 | DOI: http://dx.doi.org/10.33448/rsd-v9i1.1767

De acordo com Pereira et al. (2018, p. 67), a pesquisa qualitativa é feita no campo de
investigacdo por meio da coleta natural e direta de dados, os quais sdo explicitos durante o
processo descritivo e analitico, assim, “a preocupagao do processo € predominante em relagao
a do produto, o “significado” que as pessoas ddo as coisas e a sua vida sdo focos de atencéo
para o pesquisador e, a analise de dados e informagdes tende a seguir um processo indutivo”.

Dessa maneira, este trabalho apresenta uma sintese da dissertagdo de Santos (2017),
através do seguinte percurso metodoldgico: primeiramente, serd discutido sobre a
metodologia de pesquisa e a teoria de ensino adotada, a segunda parte abrangera 0 campo
epistémico-matematico Fibonacciano, a terceira secdo trata da transposicao didatica da SF e,
por fim, engloba-se a vivéncia didatica (experimentacédo), coleta e discussdo dos dados.

3. Engenharia Didatica em Complementaridade com a TSD

Santos (2017) assumiu a ED como percurso metodoldgico para o desenvolvimento de
sua pesquisa. Nesse sentido, como referencial tedrico, foram considerados os trabalhos dos
autores: Almouloud (2007), Artigue (1995) e Pais (2002). Para isso, é relevante compreender
as etapas que estruturam a ED: (i) analises prévias ou preliminares, (ii) concepcao e analise a
priori; (iii) experimentacdo e (iv) analise a posteriori e a validacao.

Fundamentado na concepg¢édo de Almouloud (2007), o autor descreve a fase inicial da
ED como uma revisdo bibliogréfica; de artigos cientificos, dissertacdes, teses, dentre outras
fontes; que permite identificar problemas relativos ao ensino e aprendizagem da Matematica,
a fim de delimitar uma problemaética e definir um objeto a ser investigado. E, se baseando no
quadro didatico geral proposto por Artigue (1995), as analises prévias contemplam o0s
seguintes aspectos: “a epistemologica dos conteddos de ensino; do ensino tradicional e seus
efeitos; das concepcgdes dos estudantes, das dificuldades e obstaculos que determinam sua
evolucdo; do campo de restricdes onde sera realizada a agdo didatica” (p. 21).

Nesse sentido, o autor destaca o fato de a proposta pedagogica da ementa da disciplina
de Histéria da Matematica — HM designar o ensino da HM sob um carater retérico numa
abordagem novelesca, que ndo evidencia um processo histdrico-evolutivo continuo das
definicBes e relagdes Fibonaccianas. Além disso, é considerada a existéncia de hiatos
historicos inerentes a SF, isto é, que ao longo da epistemologia da Matematica, a SF
apresentou intervalos temporais em que ndo houve indicacdo de evolu¢do em sua estrutura

algébrica.
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Essa abordagem didatica da HM, na formacé&o inicial de professores de Matematica,
proporciona uma problemaética que abrange a dificuldade em oportunizar o aprendizado de
determinados resultados matematicos ndo triviais derivados da HM e, assim, compreender
que isso permite ampliar o repertério de HM. Com isso, Santos (2017, p. 17-18) assume a
seguinte questdo norteadora: “Como desenvolver um estudo sobre o processo de
generalizacdo da sequéncia de Fibonacci que promova situagdes didaticas envolvendo a
identificacdo, descricdo e exploracdo de propriedades do seu modelo generalizado e seus
aspectos evolutivos?” e define os seguintes objetivos especificos:

1 Analisar o desenvolvimento matematico dos modelos de generalizacdo da sequéncia
de Fibonacci.

2 Analisar o desenvolvimento matematico da formula de Binet.

3 Descrever situacdes didaticas envolvendo o modelo de generalizacdo da sequéncia
de Fibonacci, desconsiderados pelos autores de livros de HM.

4 Aplicar uma metodologia de ensino na organizacdo de atividades do modelo de
generalizacdo da sequéncia de Fibonacci voltadas a sala de aula, tendo em vista o
estabelecimento ou formulacéo de definigdes.

Conforme Almouloud (2007), a segunda fase da ED, abrange a concepgdo e o
planejamento de situacdes didaticas que permitam validar as hipdteses didaticas. Assim
sendo, é feita uma previsdo do que se espera obter em sala de aula. Neste caso, o autor
priorizou a articulacdo entre duas variantes, a Matematica e a Didatica, propondo uma
transposicdo didatica da SF através da proposicdo de questdes (atividades). Essa fase foi
desenvolvida com enfoque na TSD. O que da sentido de complementaridade da ED com a
TSD.

Posteriormente, foi desenvolvida a terceira fase da ED que trata da experimentacéo, a
qual também ¢é feita com enfoque na TSD. Almouloud (2007) e Pais (2002) descrevem que
essa etapa se caracteriza como um momento de aplicacdo de toda esquematizacdo didatica
organizada, ou seja, do desenvolvimento das sequéncias de ensino planejadas a priori. E
relevante compreender que a TSD tem a situacdo didatica como seu objeto fundamental,
centrado na interacdo que ocorre, no milieu, entre docente, aluno e saber (Teixeira & Passos,
2013).

Sobre a TSD, D"Amore (2007), Picelli (2010), Teixeira & Passos (2013), Souza &
Lima (2014) sdo os principais referenciais de Santos (2017). Esses autores discutem, em
particular e respectivamente sobre: a epistemologia da Didatica da Matematica, 0s processos
de validacdo de conjecturas no estudo de Geometria Plana, a concepcédo e o desenvolvimento
da TSD de Guy Brousseau, e o contrato didatico efetivado na realizacdo de uma sequéncia

didatica sobre progressao aritmética.
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A TSD é organizada em quatro fases consecutivas denominadas de acao, formulacéo,
validacdo e institucionaliza¢do. Na situacdo de acédo, o estudante toma a iniciativa de resolver
0 problema proposto pelo professor, atraveés de tentativas imediatas, com o intuito de obter
uma estratégia de resolucdo. Na etapa de formulacdo, ocorre a troca de informac6es entre o
aluno e o0 meio estruturado, com uso de uma linguagem mais elaborada, porém, sem robustez
do rigor formal (Picelli, 2010).

A dialética de validacdo objetiva o convencimento dos interlocutores quanto a
veracidade ou refutacdo dos argumentos formulados. Nesta situacao, a linguagem empregada
na discusséo deve ser formal, recorrendo a mecanismos de prova que satisfagam ao rigor
matematico. Na etapa final de institucionalizacdo, o professor retoma a situa¢do-problema, a
fim de avaliar o que foi produzido pelos alunos, assim, cabe ao professor formalizar e
generalizar o conhecimento construido durante a discussdo da situacdo-problema (Teixeira &
Passos, 2013).

Finalmente, tem-se a etapa de analise a posteriori e a validacdo, em que ocorre 0
tratamento dos dados coletados, vislumbrando verificar se os objetivos definidos foram, de
fato, alcancados (Almouloud, 2007). Santos (2017) explica que apds a comparagdo entre as
hipoteses formuladas e a atividade pratica, tem-se dados suficientes para refletir sobre a
produtividade ou ndo da engenharia proposta, possibilitando a validacdo interna da
engenharia, isto é, sem comparar as producfes oriundas das situacfes didaticas dos alunos

com pesquisas externas.

4. Modelo Matematico: Generalizacdo e Extensao da SF

Como um recorte da etapa de analises a priori da ED, inicialmente, Santos (2017) fez
uma revisao bibliografica nos trabalhos que abordam a generalizacdo e extensdo da SF, nesse
acervo sdo destacadas as seguintes tematicas: a historia da Matematica (Stillwell, 1989), a
descoberta nos numeros de Fibonacci (Alfred, 1965), a razdo de ouro e sua relagdo com a SF
(Dunlap, 1997), os nimeros de Fibonacci e a Sequéncia de Lucas — SL (Hoggat, 1969),
algumas aplicacOes algébricas inerentes & SF e SL (Koshy, 2011), os numeros de Catalan e
de Fibonacci (Grimaldi, 2012).

O autor explica que algumas relagbes conceituais gerais pertinentes ao modelo de
Fibonacci pertencem aos contetdos de Ensino Médio e Ensino Superior, assim, € possivel
discuti-las em uma turma de graduacéo, especificamente, na formacéo inicial de professores

de Matematica, de modo a designar uma ampliacdo dessas relacdes, lhes atribuindo um
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carater Fibonacciano. Nesse sentido, destaca-se a “Formula de Binet e suas deriva¢des, como
modelo matematico de generalizacdo e extensdo da sequéncia de Fibonacci, a outros
contextos matematicos” (p.30). A Figura 1 apresenta uma esquematizacdo da SF associada a

outros contelildos matematicos.

Férmula de Binet (Extensées aos inteiros]

FungGes hiperbdlicas

(Sequéncias recorrentes

Fungoes geradoras

Polindmios

( Ndmeros complexosJ

Matrizes Sequéncia de Fibonacci

Determinantes

(Triéngulo de Pascal]

Figura 1. Esquematizacdo — relacdo da SF a outros conteddos matematicos.
Fonte: Santos (2017, p. 31).

Na Figura 1, pode-se observar que a sequéncia Fibonacciana estd vinculada ao
conjunto dos numeros inteiros, dos nimeros complexos e das fungbes hiperbolicas, possui
funcbGes geradoras, admite representacdes polinomiais, trigopnométricas e matriciais, esta
associada a propriedades atinentes a outras sequéncias recorrentes e permite ser discutida
através de determinantes e pelo tridngulo de pascal e, também, ser determinada pela formula
fechada de Binet.

Santos (2017, p. 32) descreve que o Modelo de Fibonacci tem sua génese na Europa,
sendo concebido por Leonardo de Pisa que adquiriu conhecimento sobre a Aritmética e
Algebra durante suas viagens pela Europa. Leonardo ficou conhecido como Fibonacci que, na
abordagem denotativa, significa “filho de Bonaccio”. Dentre os trabalhos elaborados por
Fibonacci, destaca-se o problema que envolve a reproducdo de coelhos imortais, tal que: “[...]
um homem pde um casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos pares de coelhos serdo
produzidos num ano, se a natureza desses coelhos é tal que a cada més um casal gera um novo
casal, que se torna produtivo a partir do segundo més?”.

Na resolucdo do problema, o autor explica que no primeiro més, ha somente um casal
de coelhos jovens (ndo atingiram a maturidade). No segundo més, ainda se tem apenas um
casal (agora maduro) que pode se reproduzir. No terceiro més, esse casal maduro reproduziu
um casal de coelhos jovens, passando a existir dois casais: um jovem e um maduro. No quarto

més tem-se trés casais, pois o casal maduro se reproduziu novamente, enquanto o casal jovem
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estava amadurecendo biologicamente. Considerando os coelhos como imortais e obedecendo
0 raciocinio de maturacdo e reproducdo, a reproducdo de casais de coelhos € um processo
continuo, ou seja, sem previsao para o término. Essa resolucdo gera uma sequéncia numeérica
que admite uma matematizacdo denominada de SF.

Isso posto, na matematizagdo da SF, assume-se n como unidade temporal (relativa ao

més), possibilitando a determinacdo das seguintes relagdes F, (notacdo matematica):

n=1=F =1
n=2=F, =1
n=3=FkK=2=F+F
n=4=F =3=FK+F,

n=n=F =F_ +F_,
O resultado geral obtido é um dos modelos matematicos iniciais apresentados. Santos

(2017) explica que a SF recebe a seguinte notacdo: {fn}ne, podendo ser descrita pela

recursividade f,=f ,+f ,comn>2oupor f _,=f +f , comn>1. Além disso, a SF é

definida por x_ :00 —[1. No caso particular do conjunto dos Naturais, tem-se a seguinte

N X,

sequéncia: {1, 1 2,3, 5} . Baseado em Koshy (2011), o autor descreve que a SF admite ser

determinada pela Férmula de Binet, a qual foi descoberta pelo matematico Jacques-Phillipe-
Marie Binet (1786-1856) em 1843.

n n
A Formula de Binet f = ¢ ¢. com n =1 esta intrinsecamente relacionada com as

raizes (¢ e ¢') da equagdo quadrdtica x2—x—1=0. Santos (2017) representa f :=H_ e

n n
. a — . , ~
avalia o comportamento de H_ = B_. considerando as raizes dessa equagdo como

a-p

a:% e /3:# e sabendo que o — B =45, a+B=1, af=-1; e compreende-se que

H, gera a seguinte sequéncia {H,,H,,H,,...}, ou seja, a SF. Veja que de fato:

leﬂzl

a-p

2_ 32
H=2"P o p=1

PP _(a-parap )
a-p (a-p)




Research, Society and Development, v. 9, n.1, e165911767, 2020
(CC BY 4.0) | ISSN 2525-3409 | DOI: http://dx.doi.org/10.33448/rsd-v9i1.1767

an_ﬂn

Dessa forma, Santos (2017) escreve, em fungdo da Formula de Binet f, =

, que

f_n=0‘n_§n =(_ﬂ ) _;—a) =(—1)"+1[L§J. Assim sendo, tem-se que f ,=(-D)""™f,.
a— a— a—

Considerando f, como uma notacdo para a SF com indices negativos, a seguir tem-se uma
determinacéo da identidade f_, =(-1)"™f, através de sua verificacdo para n={1,23,..}. Os

resultados caracterizam os termos da SF como uma extensdo do modelo para indices
negativos.

f,=f-f=1-0=1= f,=1=(-)". f
fo=-1=—1f, = f,=-1= (1>, f,
fa=2=1, = f,=2=(-1)%*"1,
f,=-3=-f, > f,=-3=(-)*".1,

f =)Mo,

Ademais, a partir da fungdo geradora g'(x) = f,x— f,x2+ f,x3—...+ (=)™ f X" +...,

Santos (2017) faz a seguinte operagdo ¢'(x)+x.g'(x)—x2g'(x) e determina g'(x)= . Logo,

1+x-x2

da divisdo polinomial de é possivel observar que os primeiros coeficientes sdo 0s

1+x-x2'
termos da SF, porém, aparecem alternadamente como positivos e negativos, ou seja:

{+], -1 +2,-3 +5,-8, +13,—2],...}. O que designa uma representagdo da SF para o conjunto dos

Inteiros. O autor faz outras generalizagbes e extensdes da SF para outros modelos
matematicos. No entanto, a transposicéo didatica enfatiza a Férmula de Binet e sua expansdo

para indices inteiros.
5. Transposicao Didéatica da SF

A transposi¢éo didatica da SF foi realizada com suporte na TSD, através da elaboragédo
de situagOes-problema. Sob uma visdo holistica da Didatica da Matematica (vertente
francesa), essa transposicdo foi feita mobilizando elementos de ordem epistemoldgica,
didatica e cognitiva. Na dimensdo epistemolégica, Santos (2017) focou sua investigacdo no
processo histdrico-evolutivo da estrutura algébrica das relagdes oriundas da generalizagdo e

extensdo Fibonacciana. Todavia, ndo foi feita simultaneamente uma contextualizagcdo do
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surgimento das relacbes matematicas com os fatos pertinentes ao periodo historico em que
essas relagOes estavam inseridas.

Na dimensdo didatica, o autor considerou o curso de Licenciatura em Matematica,
particularmente, a disciplina de Metodologia do Ensino de Matematica com énfase na HM.
Para isso, foi feita uma analise nos livros classicos de HM (e usualmente adotados na
disciplina de HM), onde foi verificado a presenca da SF, porém, na sua forma algébrica
inicial, em que a SF é apenas uma sequéncia numeérica composta por numeros naturais, mas
n&o apresentam sua extensdo e forma generalizada. E nessa perspectiva de evolugdo algébrica
que o autor trabalha, ou seja, nas relagdes matematicas que ndo estdo presentes nos livros
classicos de HM e, muitos menos, ndo sdo abordadas em sala de aula.

Os modelos generalizados da SF sdo transladados para um contexto didatico, o qual
nesta pesquisa é a sala de aula (disciplina de Metodologia do Ensino de Matematica), tendo
em vista que, a priori, eles pertencem ao campo da Matematica Pura. E, além disso, Ibid.
(2017) assumiu a TSD como uma metodologia de ensino. Assim sendo, totalmente
entrelacado a dimensdo didatica, tem-se a esfera cognitiva, a qual engloba o0 momento de
aprendizado. Quando os alunos sdo instigados a participar das situacdes didaticas, cujo
enfoque pedagdgico esta na TSD, o autor pretendia compreender e respeitar as etapas
cognitivas de construgcdo do conhecimento matematico, em que pressupde-se que o aluno
partira de um conhecimento prévio e serad direcionado ao desenvolvimento de um raciocinio
inferencial. 1sso estd associado a aprendizagem das definicdes e relacbes matematicas do
modelo generalizado de Fibonacci.

A partir do estudo, feito fora do contexto da sala de aula, das relagbes oriundas da
generalizacdo e extensdo da SF, Santos (2017) planejou um conjunto de quatro situactes
didaticas que abordam o ensino e a aprendizagem de alguns dos modelos de generalizacéo.
Desse modo, caracterizando a fase de concepcdo e andlise a priori da ED, foi feita uma
predicdo de possiveis manifestacGes, mudancas comportamentais e resultados cognitivos, isto
é, foi realizada uma avaliacdo cognitiva a priori dos estudantes.

A predicdo foi realizada com enfoque nas fases de acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo da TSD. Vale esté ciente de que as trés fases iniciais da TSD tiveram o
aluno como principal protagonista e a Gltima etapa de institucionalizacdo foi feita pelo
docente. Dessa forma, Ibid. (2017) esperava que na fase de acdo, os alunos usassem seus
conhecimentos prévios, podendo estes serem de natureza intuitiva ou tedrica, ou seja, era
esperado que os estudantes recorressem a definigdes e/ou conceitos matematicos atinentes a
SF.
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No momento de formulacdo, o autor esperava que o0s estudantes formulassem
conjecturas ou hipoteses tendenciadas para a generalizacéo e extensdo da SF. E, na dialética
da validacdo, vislumbrava que os alunos usassem métodos de demonstracdo matematica
como, por exemplo, a inducdo matematica, a fim de determinar alguma forma generalizada.
De modo geral, ao término da realizacdo das quatro atividades, Santos (2017) esperava
oportunizar para o aluno a compreensdo de que essa atividade de extensédo Fibonacciana,
caracteriza um processo historico-evolutivo do modelo de Fibonacci.

Na perspectiva de institucionalizacdo da TSD, Ibid. (2017) queria formalizar os
conceitos e as relacbes do modelo generalizado de Fibonacci, abordado nas situacGes
didaticas, através da proposicao de atividades sobre a generalizacdo e extensdo da Formula de
Binet. Ainda como uma analise a priori da ED, a seguir tem-se uma descri¢cdo das hipoteses
didaticas constituidas para cada atividade, as quais apresentavam as tematicas expostas no
Quadro 1.

Atividade 1 — Sequéncia recorrente que modeliza o problema dos coelhos
imortais e da sequéncia estendida de Fibonacci aos inteiros;

Atividade 2 — A férmula de Binet como modelo de generalizacao da SF;
Atividade 3 — Formula de Binet estendida a indices inteiros;

Atividade 4 — Fungdes geradoras e a sequéncia de Fibonacci.

Quadro 1. Tematicas de cada atividade discutida na situacéo didatica.
Fonte: Santos (2017).

Na atividade 1, foi assumida como hip6tese que os alunos conseguiriam estabelecer
uma notacdo recorrente a partir da interpretacdo do problema da reproducédo dos coelhos, além
de estenderem a sequéncia para indices inteiros. Na atividade 2, a hipGtese é que os alunos
deveriam caracterizar a Formula de Binet, como uma férmula fechada para a determinacéo
dos termos da SF, ndo sendo mais recursiva.

Na atividade 3, o autor coloca a hipdtese associada a expectativa de que os estudantes

identificariam a expressdéo f  =(-1)"™.f como uma férmula variante de Binet

representando, assim, uma extensdo da SF para indices inteiros. Nessa atividade, também era
esperado que os alunos recorressem ao modelo de Binet, constituido na atividade 2, como
elemento de prova/demonstracdo das propriedades da SF. Por fim, na atividade 4, tem-se a
seguinte hipotese: os alunos compreenderiam a caracterizacdo da SF com base em outros
contextos matematicos, que nao seja apenas, a modelizacdo do problema da reproducdo dos
coelhos. A seguir, tem-se uma discussao referente a situacdo didatica realizada.
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6. A Vivéncia Didéatica: Experimentacédo, Coleta e Discussdo dos Dados

Nesta secdo, serdo discutidos aspectos relativos a vivéncia didatica e aos dados
coletados nesta experimentacdo. Isso caracteriza as duas etapas finais da ED: experimentacao
e as andlises a posteriori e validagdo. A situacdo didatica ocorreu no IFCE em 2016, na
disciplina de Metodologia do Ensino de Matematica correspondente ao 5° semestre do curso
de Licenciatura em Matematica. A pesquisa teve como publico alvo (participantes da
pesquisa), 07 alunos regularmente matriculados.

Durante a situagdo didatica, foram utilizados alguns instrumentais de coleta de dados,
tais como entrevistas semiestruturadas e registros fotograficos das producdes escritas dos
alunos, além disso, foram observadas as discussdes feitas durante a resolucdo das atividades.
A experimentacéo foi realizada em 4 aulas, sendo cada uma de 90 minutos. Geralmente, os
alunos eram organizados em grupos. Vale ressaltar que Santos (2017) assumiu a TSD néo
apenas como uma teoria de ensino, mas também como uma metodologia de ensino.

Além do mais, a primeira atividade aborda sobre a sequéncia recorrente que modeliza
0 problema dos coelhos imortais e da extensdo da SF para os inteiros. Durante a resolucao
dessa atividade, os alunos apresentaram na fase de validagdo da TSD, uma interpretagdo para
0 problema dos coelhos, a partir de seus conhecimentos prévios. Essa “releitura”
matematizada do problema pode ser compreendida como uma sequéncia generalizada de

Fibonacci de caréater recursivo ou implicito (ver Figura 2).

2) Indique uma simbologia conveniente para o primeiro termo, para o segundo termo,
para o terceiro termo e, assim, sucessivamente. Podemos estabelecer uma relagio que
generalize esses resultados anteriores?

04~ Pramung Tevm
Qy- hequnde wome
Q- tocano Tems

Gy - i LOIS. ende MEN
Sim, pedum® N Mﬂaﬂ' A= Ontt Xn-y Y >2 a0 i de

Comotguin. @ S Anenm.

Figura 2. Determinacéo da Lei de recorréncia da SF.
Fonte: Santos (2017, p.103).
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Na Figura 2, ha o registro no qual se sugere aos estudantes que indiquem uma
simbologia que represente os termos da SF, assim, pode-se ver uma determinacdo da lei de
recorréncia da SF, que foi obtida a partir da representacdo de cada termo através de
{al, a,, ag,...,an}, perspectivando a forma generalizada: a, =a, , +a,,,vn>2nell.
Essa Figura contém a resolugdo feita por um aluno.

Ainda na atividade 1, os alunos foram orientados a usar a lei de recorréncia encontrada
(Figura 2), a fim de obter f,, f, e f_,, vislumbrando a extensdo de SF para indices inteiros.
Inicialmente, a turma expressou certa resisténcia em tentar fazer essa extensdo pois, a

concepgdo dos alunos estava presa a uma representacdo da SF apenas com indices naturais.

Mas, houve a discussdo e eles conseguiram realizar a extensao para os inteiros (ver Figura 3).

3) Com base na relagio anterior, podemos avaliar os valores de f, =7, f . ==
Descreva esse conjunto numérico. Que nome ou terminologia podemos atribuir a
sequéncia obtida?

Visie quiy wawit W lel de Ferwogts owderior | Yo
Ay =fGithe =P J=l4lo = ly=0

Qyzlhe by = L5010, dy=4

Gtgr

fo= Oy FOhp > 0= L40a = @a=-l
Loy Gog # Og = 121 1y = Q2= 2
@n= 0 +0f s «l= 220y  hg=d
Gomy = Gog #0.g D Z=-3 405 ® &g° D

Uetz Oog +0-g 3 -32540.¢ D O-g° -9

ik

0 mnhun'\b numnbrito e fg|11_1'2|_gjlgl.g] _“3 onde  [@nl = lawl . Qo
Vo quie se Lol & impar ot @, ¢ positive
Bl m r:LiS-ml se [n) € par pakom  On B m,:;auhvk?

. Z T
@up_ SeviGL Al sEn@.n.Stm‘.m -osui.q‘mncu!ﬂ Sileon

Figura 3. Extensdo da SF para indices inteiros.
Fonte: Santos (2017, p.104).

Na Figura 3, tem-se as anotaces de um aluno, que descreve a seguinte sequéncia:

{0,+1,-1, +2,-3, +5,—8,...} e faz duas conjecturas: (i) se |n| é impar, entdo, a, €é positivo;
(ii) se |n| é par, entdo, a, é negativo. Esse estudante atribuiu uma terminologia para a

sequéncia gerada a partir da relacdo recorrente, chamando-a de “sequéncia oscilatéria de
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Fibonacci”. Em seguida, na Figura 4, pode-se obter também uma descri¢do da SF aplicando a

Formula de Binet.

1) Com base nos valores de ar e 5, como podemos reescrever f, = o -ﬁn ?
-
")
T -0
A- y®
N 9LLEL)
T tYes
t=-(-1)# ©m L 4yE _
'—:2—2-.___,‘}5“ =t J5 - /<: a =%
-1
2 v
a =P

J&“ (=F)" J—g—‘a)% Qnﬁ)i(«-ﬁ)’“
=& = ) -
._%E - i;‘rg) J5

Figura 4. Determinagdo da Formula de Binet.
Fonte: Santos (2017, p.106).

Na atividade 2, os estudantes conseguiram determinar a Formula de Binet, assumindo
como pressupostos as raizes da equacdo quadratica: x2—x—1=0 e o modelo de
generalizacdo da SF que foi sugerido (ver Figura 4). Em seguida, eles conseguiram calcular os
termos da SF utilizando a Férmula de Binet. Nessa Figura, o aluno obteve as raizes

1 1+\E n 1_\E
2 2
isso, foi determinada a seguinte variante da Formula de Binet:
1+5) (1-4BY
¢ 2 2
" 5

A atividade 3 oportunizou ampliar a discussdo da Férmula de Binet para indices

, s quais sdo representadas, respectivamente, por ¢ e S. Com

inteiros. De inicio, os alunos avaliaram o comportamento da relagdo f_ =(-)""™.f ,

atribuindo-lhes valores numéricos para n. Assim sendo, alguns alunos obtiveram uma
sequéncia numérica e a nomearam de “sequéncia de Fibonacci para indices inteiros” e/ou

“sequéncia variante de Fibonacci” (ver Figura 5).
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2) Com base nos argumentos anteriores, podemos estabelecer uma demomnstragio para
PARETCS Vi
Vsanos A rornutan e Biver ¢ sapevmw gue a-Bz-i , Teros

r'r'\__"h 'VI\""J'/'“ " -
fope LB A T S

-9 - P ot-p w- P
B S I (V5 o) B ] Gt
T d(e-8) B (-P) (s oep” ot (ep)”
$n
~ il n n
- ;g(j'f_;“_? It SR O S
Ca(a-m) O P

A - =1
Avauisqvoy A EXPRESSAD T:*»\T‘ , TEMoS,

-{
Pava = - - =L _1
noPAR . TTn i B PAmA N oimpaR T

L - n+d
V6o, 5 peros aees cREVER ©egA EXPRERAC  (pme (-1) ; Blee

VAR oq racos AM Teriores

DA | vEmes

fan= )", §

[

4

Figura 5. Férmula de Binet para indices inteiros.
Fonte: Santos (2017, p.111).

Ademais, a Figura 5 ilustra o momento em que um dos estudantes reescreveu a

Formula de Binet, considerando o indice negativo —n, tal que se escreveu a forma

-n —n
o — - . . N . ~
f = —ﬂ, e aplicou algumas propriedades de potenciacdo para determinar a expressao
a p—

an_ﬂn
a-pf '

A atividade 4 direciona uma discussdo sobre funcgdes geradoras. O que ocorreu por

f =(D)"™.f,onde f =

meio da aplicacdo do método da divisdo direta entre polinémios. Santos (2017) destaca que
alguns alunos demoraram a discutir sobre a questdo, pois achavam impossivel realizar uma
divisdo entre dois polinbmios, de modo que houvesse no numerador um polindbmio de grau
menor do que o do apresentado no denominador. Contudo, os estudantes realizaram as

X
——,€rfaa
2

divisdes e no final do processo, eles observaram que o resultado da divisdo de 1
+X—X

sequéncia de Fibonacci estendida para indices inteiros (ver Figura 6).
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Figura 6. Discussdo da SF através da divisdo polinomial (método da divisao direta).
Fonte: Santos (2017, p.116).
Observe na Figura 6, que os termos da SF sdo evidenciados nos coeficientes do
polinbmio do quociente. Ainda nessa imagem, um aluno descreve, que diferentemente da
atividade anterior, 0s termos que apresentam indice de incgnita par, sdo negativos. E, por

outro lado, os termos que possuem indice de incognita impar, sdo positivos. Desse modo,

destacou: (1X ~1x2+2x3-3x*+ 5X5...) , a que foi atribuida a terminologia de “dizima variante de

Huntley”.

Considerando a validacdo da pesquisa, essa foi feita de modo interno. Isso quer dizer
que ndo houve comparacdo das produgdes dos alunos com outras produgdes externas a
situacdo didatica desenvolvida nesta pesquisa. No sentido restrito a sala aula, o pesquisador
observou que de fato o professor-pesquisador conseguiu desenvolver em sala de aula
situacOes didaticas inerentes a generalizagdo e extensdo da Formula de Binet para o0 modelo
de Fibonacci.

Numa abordagem geral da pesquisa, finalizando o seu processo de validacdo, Santos
(2017) verificou se os seus objetivos de investigacdo foram alcancados e, assim, constatou
gue o modelo de Fibonacci admite uma extensdo para outros modelos matematicos, de
maneira que, nesse desenvolvimento matematico, destacou o modelo Fibonacciano
generalizado pela férmula de Binet. Em seguida, esse contetdo foi estudado no contexto

didatico-cognitivo (no Ensino Superior) sob o viés de uma teoria de ensino (TSD) através da
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discussdo de atividades (ver Quadro 1). Tendo em vista que 0s objetivos foram atingidos,
conseguiu-se validar esta pesquisa.

7. Considerac0es Finais

Esta resenha tem em seu escopo, a intencdo de sintetizar a dissertacdo de Santos
(2017), fazendo uma reflexdo da metodologia de pesquisa empregada pelo autor e de como
ele construiu a ED articulando-a com a teoria de ensino (TSD) juntamente com o modelo
matematico abordado. Percebe-se que o autor realizou uma transposi¢do didatica, que
somente foi possivel com a anélise de aspectos epistemologicos, didaticos e cognitivos
inerentes a Didatica da Matematica. Tendo em vista que 0 modelo de Fibonacci generalizado
pela Formula de Binet tem sua génese na literatura da Matematica Pura, essa translacdo
didatica foi necessaria.

Quanto a perspectiva epistemoldgica, percebeu-se que o autor buscou trabalhar a HM,
porém, Santos (2017) enfatizou a discussao algébrica das relacdes que proporcionaram a
generalizacdo e extensdo do modelo de Fibonacci, de modo que o0s elementos de
contextualizacdo ficaram implicitos ou até mesmo ausentes no texto dissertativo. O que
caracterizou uma epistemologia mais matematica do que de perspectiva historica.

No ambito didatico-cognitivo, o autor trabalhou a sequéncia generalizada de Fibonacci
na disciplina de Metodologia do Ensino de Matematica. Dessa forma, ficou subentendido que
a escolha dessa disciplina, justifica-se pelo fato de o autor compreender e assumir a TSD
como uma metodologia de ensino e, também, propor e realizar uma vivéncia didatica, em que
0 ensino de HM é desenvolvido numa abordagem epistemoldgica da estrutura algébrica dos
conceitos matematicos e ndo apenas do enredo do periodo historico e/ou da biografia dos
matematicos.

Inicialmente na Franga, o percurso metodoldgico fornecido pela ED era aplicado
apenas no Ensino Médio, mas nessa dissertacdo ele foi aplicado no Ensino Superior no curso
de Licenciatura em Matematica, em que os professores em formacdo inicial foram
considerados como alunos em processo de aprendizagem. Todavia, a situacdo didatica
realizada contribuiu, de modo implicito, para a formacdo docente pois oportunizou o
desenvolvimento de uma concepgdo epistemoldgica sobre o ensino de HM. Além do mais,
diante do processo historico-evolutivo que envolve o modelo de Fibonacci, pode-se concluir
que o surgimento de novas definicGes e propriedades matematicas oriundas da generalizacéo

da SF contribuem para ampliar o repert6rio da HM.
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Por fim, compreende-se a significativa relevancia, para a Didatica da Matematica, do
trabalho de Santos (2017), o qual serviu de fundamentacdo tedrica e metodoldgica para a
pesquisa feita por Oliveira (2018) sobre o modelo de complexificagdo da sequéncia
generalizada de Fibonacci. E interessante saber que, no PGECM, é desenvolvida uma intensa
atividade de investigacdo sobre a transposicdo didatica e generalizacdo matemaética de

sequéncias numéricas, com énfase no seu processo histérico-evolutivo.
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