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Resumo

O objetivo do presente artigo é apresentar um estudo sobre Progressdes Geométricas de Primeira e Segunda Ordem.
Sera apresentada uma nova abordagem para determinacao dos termos gerais da Progressdo Geométricas de 12 e de 22
ordem. Neste novo método é suposto que uma funcdo geradora formada por produtos de fungdes exponenciais, onde
suas bases sdo constantes a serem determinadas, é o préprio termo geral da Progressdo Geométrica. Para determinacéo
das constantes das bases das funcdes é utilizado o operador quociente na Progressdo Geométrica (an) gerando novas
sequéncias ((Va,)e (Va,)). Os primeiros termos de (an), (Va,)e(V2a,) sdo comparados aos elementos
correspondentes da funcdo geradora produzindo um sistema ndo linear 3x3, para PG de segunda ordem e um sistema
2x2 se for a PG de primeira ordem. As solugdes destes sistemas determinam as bases das respectivas funcdes
geradoras e consequentemente estabelecem as férmulas dos termos gerais da PG de segunda e primeira ordem. Dentre
os resultados, serdo apresentados alguns problemas que envolvem progressdes geométricas de primeira e segunda
ordem como aplicagdes das progressdes.

Palavras-chave: Progressdes Geométricas de Primeira Ordem; Progressdes Geométricas de Segunda Ordem (PGSO);
Sequéncias; Termo geral.

Abstract

The objective of this article is to present a study on First and Second Order Geometric Progressions. A new approach
will be presented for determining the general terms of the 1st and 2nd order Geometric Progression. In this new
method, it is assumed that a generating function formed by products of exponential functions, where their bases are
constants to be determined, is the general term of Geometric Progression. To determine the constants of the bases of
the functions, the quotient operator in Geometric Progression (an) is used, generating new sequences
((Va,) e (V*a,)). The first terms of (an), ((Va,) and (V2a,)). are compared to the corresponding elements of the
generating function producing a 3x3 nonlinear system, for P.G. second order and a 2x2 system if it is first order PG
The solutions of these systems determine the bases of the respective generating functions and consequently establish
the formulas of the general terms of PG second and first order. Among the results, some problems involving first and
second-order geometric progressions will be presented as applications of the progressions.

Keywords: First Order Geometric Progressions; Second Order Geometric Progressions (PGSO); Sequences; General
term.

Resumen

El objetivo de este articulo es presentar un estudio sobre Progresiones Geométricas de Primer y Segundo Orden. Se
presentard un nuevo enfoque para determinar los términos generales de la progresién geométrica de 1.°y 2.° orden. En
este nuevo método se supone que una funcion generadora formada por productos de funciones exponenciales, donde
sus bases son constantes por determinar, es el término general de Progresion Geométrica. Para determinar las
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constantes de las bases de las funciones se utiliza el operador cociente en Progresion Geométrica (an), generando
nuevas secuencias ((Va,)y (V?a,)). Los primeros términos de (a.), ((Va,)y (V?a,)). se comparan con los
elementos correspondientes de la funcion generadora que produce un sistema no lineal de 3x3, para PG de segundo
orden y un sistema 2x2 si es P.G. de primer orden. Las soluciones de estos sistemas determinan las bases de las
respectivas funciones generadoras y en consecuencia establecen las férmulas de los términos generales de PG segundo
y primer orden. Entre los resultados se presentaran algunos problemas que involucran progresiones geométricas de
primer y segundo orden como aplicaciones de las progresiones.

Palabras clave: Progresiones Geométricas de Primer Orden; Progresiones Geométricas de Segundo Orden (PGSO);
Secuencias; Término general.

1. Introducéo

O estudo das Progressdes Geométricas PG tem sido amplamente difundido na matematica com aplicacBes que se
estendem por diversas &reas da ciéncia. Podem ser observadas aplicagdes das progressGes na fisica (problemas de
radioatividade), na biologia (crescimento populacional e decrescimento), na quimica (rea¢des em cadeia) e nas engenharias.

Tradicionalmente, esses estudos concentram-se em sua forma mais simples, a progressdo geométrica de primeira
ordem ou PG Classica, ou simplesmente PG. No entanto, além destas mencionadas, existem ProgressGes Geométricas de
Ordem Superior (PGOS), ou seja, PG de ordem maior ou igual a dois. A ordem da PG refere-se a quantidade de vezes que o
operador quociente € aplicado a uma sequéncia até chegar a primeira sequéncia de termos constantes.

Serd abordada neste trabalho uma nova forma de determinacdo do termo geral das PG de primeira e de Segunda
Ordem. O método consiste em supor que o termo geral da progressao € uma fungéo geradora, formada por produtos de funcdes
exponenciais, com constantes na base que sdo desconhecidas e devem ser determinadas para estabelecer a progressdo. Desta
suposicdo é gerado um sistema triangular ndo linear de ordem 2x2, se for uma PG de primeira ordem, e de ordem 3x3, se for
uma PGSO, de simples resolugdo.

E importante salientar que, em termos de pesquisa, as Progressdes Geométricas de Ordem Superior s30 muito pouco
difundidas na literatura, e que apresentam varios pontos que ainda ndo foram estudados. Além disso, possui um grande
potencial a ser explorado no que se refere a aplicagdes em outras areas.

O objetivo do presente artigo é apresentar um estudo sobre Progressdes Geométricas de Primeira e Segunda Ordem.
Seré apresentada uma nova abordagem para determinagdo dos termos gerais da Progressdo Geométricas de 12 e de 22 ordem.
Para embasar nossa investigacdo, inicialmente, abordaremos brevemente o estado da arte e a relevancia das sequéncias, com
especial énfase nas Progressdes. Logo em seguida, discutiremos a metodologia adotada neste estudo e os resultados obtidos,
proporcionando assim, uma visdo abrangente sobre a Progressdo Geométrica 22 ordem. Finalmente, faz-se a proposta de

algumas consideragdes acerca das significancias das PG de 2% ordem no meio matematico.

2. Referencial Teorico

As sequéncias sdo um assunto interessante por se expandirem em diversos ramos e se tratar de padrGes e estes sdo
alvo de diversos estudos desde os primordios até hoje. (Stewart, 1996, p. 11) destaca que vivemos em um universo repleto de
padrdes que podem se manifestar de diversas formas, como numéricas, geométricas, de movimento e de espaco, 0s quais
podem ser representados como sequéncias numéricas. Essas sequéncias tém sido estudadas desde a antiguidade, quando
civilizagdes como o0s egipcios e babil6nios reconheceram e utilizaram esses padrdes para resolver problemas praticos, como
prever as cheias do Rio Nilo, essenciais para a agricultura ha cerca de 5.000 anos.

De acordo com (Carvalho, 1997, p. 9), “uma sequéncia ou progressdao ¢ formada por um conjunto de niimeros

dispostos em uma ordem especifica, com termos sucessivos, como primeiro, segundo, terceiro, e assim por diante”. Ela ainda


http://dx.doi.org/10.33448/rsd-v13i12.47601

Research, Society and Development, v. 13, n. 12, 38131247601, 2024
(CC BY 4.0) | ISSN 2525-3409 | DOI: http://dx.doi.org/10.33448/rsd-v13i12.47601

ressalta que essas sequéncias podem ser limitadas a um ndmero determinado de termos, caracterizando sequéncias finitas, ou
podem continuar indefinidamente, sendo chamadas de sequéncias infinitas.

A definicdo de sequéncia ou progressdo apresentada por Ibid (1997, p. 9) destaca dois aspectos fundamentais: ordem
especifica, onde os nimeros estdo dispostos de forma logica e ordenada, e termos sucessivos, formando uma cadeia continua.
Além disso, ela ressalta a distingdo entre sequéncias finitas, com nimero determinado de termos Ex: { 2,4,6,8,10 ), e
sequéncias infinitas, sem fim Ex: { 2,4,6,8,10 ---). Essa distin¢do é crucial para calculos precisos e previsiveis em sequéncias
finitas, enquanto sequéncias infinitas demandam conceitos mais abstratos e teorias matematicas avancadas.

Ademais, uma sequéncia é um conjunto ordenado de elementos numéricos, indicado comumente por (a,,), onde a,,
representa o n-ésimo termo da sequéncia. Existem varias sequéncias matematicas de interesse particular, especialmente aquelas
gue seguem um padrdo especifico de formagdo, como as progressdes aritméticas (PA) e geométricas (PG). Dentre essas, as
progressdes aritméticas e geométricas se destacam pela sua importancia no ensino médio e por sua aplicacdo em matemaética
financeira, como no célculo de juros simples e compostos.

Além do mais, (Lopes, 1989, p. 1), afirma que progressdo aritmética PA é uma sequéncia ( a,,a,,az,--,a, ) de
nameros (a,, ), denominados termos, na qual a diferencga entre cada termo a,, e 0 seu antecedente a,, — 1 € um valor constante
chamado razdo, tal que, a, — a,_; =r. Ademais, as PA podem ser classificadas como finitas, infinitas, crescentes, constantes
ou estaciondrias e decrescentes.

Uma PA é designada pelo fato de que cada termo da sequéncia é obtido somando-se ao termo anterior uma constante,
denominada de razéo (r). Essa propriedade confere uma diferenca fixa entre termos consecutivos, mantendo uma variagdo
linear ao longo da sequéncia. As progressdes aritméticas podem ser classificadas conforme o valor da razdo: Sdo constantes
quando r = 0, j& que todos o0s termos permanecem iguais; sdo crescentes se a = 1, 0 que faz com que 0s termos aumentem
progressivamente; e sdo decrescentes quando r < 0, 0 que leva a uma sequéncia em que os valores diminuem.

Paralelamente, conforme explicado por (Lopes 1989, p. 23), uma progressdo geométrica PG é uma sequéncia de

nimeros distintos de zero, representada por (a, )= ( a;,a;,as,---,a, ), em que cada termo a,, estd relacionado ao seu

antecedente a,, — 1 por um quociente constante, denominado razdo, tal que,

.
]

Essa definigdo destaca a caracteristica fundamental da PG, onde cada termo é obtido multiplicando o termo anterior
por uma constante, chamada razdo (q), resultando em uma proporcdo constante entre termos consecutivos. Além disso,
progressdes geométricas séo classificadas em relagdo a sua razdo: Constantes quando g = 1 todos os termos da sequéncia séo
iguais, crescentes se g = 1 0s termos aumentam progressivamente, decrescentes se 0 < g < 1 e os termos diminuem em valor
absoluto ao longo da sequéncia, e alternantes se g < 0 os sinais dos termos alternam entre positivo e negativo.

As progressdes acima mencionadas, Progressdo Aritmética PA e Progressdo Geométrica PG, também recebem outra
denominagdo por serem comumente estudadas, sdo chamadas progressdes classicas, ou ainda, progressdes de 12 ordem,
atualmente nas Progressao aritméticas/geométricas temos a formula do termo geral, Termo médio, Soma dos termos.

Além das progressdes aritméticas e geométricas de primeira ordem, existem progressfes de ordem superior, que séo
menos estudadas e possuem um referencial teérico limitado. Estudos recentes, como os de (Nobre & Rocha, 2018),
desenvolveram férmulas para o termo geral de PA de ordem superior utilizando coeficientes binomiais, e outros estudos tém
explorado sistemas lineares para derivar tais formulas.

Nesse contexto, autores como (Vilela et al. 2024), tém expandido o conhecimento disponivel ao propor um método

inovador para o célculo do termo geral. Em seu recente capitulo de livro, esses autores desenvolveram uma férmula para o
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termo geral de uma progressao aritmética de ordem superior, fundamentada em sistemas lineares. Esse avanco oferece uma
abordagem nova e iterativa para o entendimento dessas progressoes.

De modo complementar, tem-se o trabalho de (Lopes, 2017), como resultado nos traz uma formula do termo geral das
ProgressGes Geométricas de ordem superior, baseada na analise e comparacdo de duas progressdes geométricas interligadas:
uma de primeira ordem, que representa 0s quocientes entre termos sucessivos da sequéncia de segunda ordem, e uma de
segunda ordem, que é a sequéncia propriamente dita., seja ( by, b,,b5,-++, b, ) uma progressdo geométrica de primeira ordem
com razdo q, e (@y,a,,ag,--,a, ) a progressdo geométrica de segunda ordem, onde cada termo a,, é obtido multiplicando o

n—1
)

Essa expressdo usa a base by elevada a n — 1, corresponde ao crescimento linear tipico de uma progressdo geométrica de

termo anterior a,,_, pelo correspondente termo da sequéncia b,,. A férmula do termo geral é dada por: a,, = al.bf‘l.q(

primeira ordem. Ja a razdo g aparece elevada ao coeficiente binario (ﬂ ; 1), que reflete o padrdo de aumento de “ordem

superior” (segunda ordem) da sequéncia, seguindo a sequéncia triangular (0, 1, 3, 6, ...).

Neste artigo, focamos nas Progressdes Geomeétricas de Ordem Superior (PGOS), com énfase na PG de e 22 ordem.
Desenvolveremos uma nova formulagdo para o termo geral das progressdes geométricas de segunda ordem (PGSO) baseada
em sistemas ndo lineares. Este estudo visa ndo apenas a compreensdo tedrica desses conceitos, mas também sua aplicacéo
pratica em diversos contextos matemaéticos e cientificos. Ao explorar as propriedades e padrdes das PGSO, esperamos

enriquecer o conhecimento existente e fornece uma base sdlida para futuras pesquisas e aplica¢des inovadoras.

3. Metodologia

A metodologia cientifica é importante para se ter reprodutibilidade nos estudos e resultados. Por meio dela seguem-se
normas, padrbes e boas praticas aceitas pela comunidade académica e cientifica e, também se classificam os estudos ou
investigacdes. Realizou-se uma pesquisa tedrica de natureza quantitativa e l6gico-matematica (Pereira et al, 2018; Gil, 2017;
Shitsuka et al. 2014; Koche, 2011).

3.1 Progressdo Geométrica de Segunda Ordem (PGSO)
3.1.1 Operador quociente
Seja (a,, ) a sequéncia:
(a,) = (ayasaza.as5,ay,) )]

Onde a; séo os termos da sequéncia, com i = 1, 2,..,n. O Operador Quociente (V) & um operador que quando aplicado

a sequéncia (a,, ) gera uma nova sequéncia (Va,, ), que é definida pelo quociente do termo sucessor pelo antecessor da Eq. (1).

(Fa,) = ( e e i) = (Va,,Va, Va;, Va, -, Va,). )

r r r r
ay dz dg Oy Bn—1

Va,, € 0 n-ésimo termo da nova sequéncia.

Convém notar que como Eq.(2) é uma sequéncia pode-se aplicar novamente o operador quociente. Assim, aplicando V

na Eqg. (2), obtém-se uma nova sequéncia de segunda ordem, (V(Van)) = (V%a,), que pode ser expressa como:
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(V2a,) = ( _'\7’(12 _Va3 Van ) =
1 » » »
V(ll vﬂ.z van_l (3)
_ ( 3 0y ay ap asaz ﬂn“n—z) _
= z_’ 7 z T2 =
as; %3 %y pn—1

= (V2a,,V?a, Vas, -, V2a,).

Uma sequéncia sera uma progressao geométrica se ao aplicar o operador quociente na sequéncia chega-se a uma
sequéncia de termos constante. E a ordem da PG é dada pelo nimero de vezes que o operador foi aplicado até chegar a
primeira sequéncia de termos constantes g,. (0 termo g, é denominado razdo da PG de ordem k). Assim, tem-se que:

( ayait,aza;t,a403%, -, a,0:21) = (91,94, q1)- 4)
E a PG de primeira ordem.
( azaz®ay,aya3ay -, a, a2 0, 5) = (G2, 2., q2) (%)

E a PG de segunda ordem. Assim, todos os termos do lado esquerdo da igualdade s&o iguais na Eq.(4), em particular,

Va, = q, . Semelhantemente, VZa, = qs,.

Exemplos 1. a) A sequéncia (a, )= (3,6,12,24,48,---),onde a; =3 e a, =6, paran > 1, é uma PG de primeira

6 12 24 48

ordem, pois, aplicando-se o operador quociente nota-se: (Va,,) = ( e ) =(2,2,2,2-).

b) A sequéncia (a,)=(1,2,12,216,11664,---), onde a; =1 e a, =2, para n > 1, é uma (PGSO), pois, aplicando-se 0

2 12 216 11664

operador quociente nota-se: (Va,,) =( 1712 218

) = (2,6, 18,54,--), aplica-se o operador quociente novamente,

6 18 54

2 =( 2 =22 . 1=
v a“}_(z’a’le’ ) (3.3.3,).
c) A sequéncia (a,) = (—2,—6,—36,—432,—10368,---), onde a; = —2e a, = —6, paran > 1, € uma (PGSO), pois,

—6 —36 —432 —10368
2" -6 " -36" -432

aplicando-se o operador quociente temos: (Va,,) = ( L ) = (3,6, 12,24, --- ), aplica-se o operador

»

quociente novamente, (V2a,,) = ( ;16—2% ) =(2,2,2,- ).

3.1.2 Férmula de recorréncia de uma Progressao Geométrica
A férmula de recorréncia é um método matematico que define cada termo de uma sequéncia {:gn:} em  funcdo
dos termos anteriores, juntamente com um conjunto de valores iniciais. Esta formula permite gerar sequéncias numéricas de

forma sistematica, onde cada novo elemento € calculado com base em uma relacdo especifica estabelecida pelos termos

precedentes, possibilitando a formag&o de qualquer sequéncia.

Segundo (lezzi & Hazzan, 2013): Chama-se progressao geométrica (P.G.) uma sequéncia dada pela seguinte formula

de recorréncia:
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1 (6)
YneN.n = 2.
[an_ Qp1°9 ! 2

Em que a e g sdo nameros reais dados. Assim, uma PG é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é o
produto do anterior por uma constante g dada.

Exemplos 2. a) Tomando a; = —1 e g = 2, para n > 2, tem-Se uma PG de primeira ordem, pois, aplicando-se a formula de

recorréncia da Eq. (6) nota-se: (a;)=—1-2 = —2,

(az)=—-2-2=—4, (ay) = —4-2 = —8 e assim por diante, formando a sequéncia: (a,) = (—1,—2,—4,—8,—16, ... ).

b) Tomando a; = —54 e g= %, para n > 2, é¢ uma PG de primeira ordem, pois, aplicando-se a férmula de recorréncia da
Eq.(6) nota-se: (a,) = —54 - % = —18, (a;)=-18- % =—6, (a,)=—-6 % = —2, e assim por diante, formando a sequéncia:
(a,) = (—54, ~18,-6,~2,—2 .. )

Tratando-se de uma PGSO, enquanto uma PG de primeira ordem é definida pela relagdo simples da Eq. (6), uma

PGSO introduz uma dependéncia adicional, envolvendo dois termos anteriores na sequéncia, segue abaixo sua demonstracéo.
A partir da Eq. (1), seja uma progressdo geomeétrica de segunda ordem, logo tem-se:
(Va,) =(aza, 2 ay,a, 0372 a5+, 8, 4,2 0, 5) = (9,9, q). (7
Tomando o n-ésimo termo da sequéncia, nota-se:

(@n @720, 3) = (q.q.-,q).Logo, tem —se q, 2232 = g ®)

Ap—1

Por fim, isolando a,, na Eq. (8), encontra-se a formula de recorréncia para uma PGSO.

2
a, = q —(aa?::_lg) . (9)
Onde, a;, a, e g devem ser valores dados.
a,, n=1 (10)
a,, n=2

2 .
q l:a:'!—l) n 2 3

r
Ap—z

Exemplos 3. a) Tomando-se a; =1, a, =2 e g =3, para n > 3, tem-Se uma PGSO, aplicando-se a férmula de
2 2
recorréncia da Eq. (10), nota-se: (a;)=3- ET =12, (ay)=3 % = 216, dentre outros, justamente a sequéncia do exemplo

1. Letra b). Dada por: (a,) = (1, 2,12,216, 11664, --- ).
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b) Assumindo-se a; =—2, a, =—6 € g =2, para n > 3, tem-se uma PGSO, aplicando-se a férmula de recorréncia da

(-36)°

p— ‘Iz - ~ -
Eq.(10), nota-se: (a5) = 2 % =-36,(ay)=2 = —432 entre outros, justamente a sequéncia do exemplo 1. Letra c).
Dada por (a,) = (—2,—6,—36,—432, —10368, -+ ).

Portanto, a férmula de recorréncia da Eq. (10) é valida para uma PGSO, este método sistematico permite a geracao de

sequéncias complexas, explorando padrdes de dependéncia entre maltiplos termos precedentes.

3.2 Formula do termo geral de uma PGOS

Uma progressao geomeétrica, ou seja, uma PG de 12 ordem, pode ser representada por uma funcao exponencial, onde o
dominio é o conjunto dos nimeros naturais ndo-nulos. (Fonseca 2013, p. 24)

Ei(n) =CT G, (11)

Analogamente, como na Progressdo Geométrica de 12 ordem, podemos afirmar que as PGSO podem ser representadas
por uma fungao exponencial, podemos afirmar que, seu termo geral a,, também é representada por uma funcéo exponencial na

variavel n, logo:

E,(n) =CI CI' C, (12)
Portanto, o n-ésimo termo da sequéncia pode ser dado por:
a, = E,(n) =C¥ CI C, (13)
Ademais.
(ay) = (ay,a3, a3, a,) = (E;(1),E5(2),E5(3),, E;(n)). (14)

Logo, afirma-se que toda PGOS pode ser escrita a partir da Eq. (13) pois, a relagdo com uma funcdo exponencial

ocorre uma vez que a expressao é semelhante a forma de uma fungéo exponencial, onde a base €, ¢ elevada a poténcia n*.

A PG é sempre associada as funcfes exponenciais sendo demonstradas por diversas pessoas por exemplo Fonséca
(2013), demonstra em sua dissertacdo que, a partir do estudo de progressdes geométricas pode-se fazer uma interligagdo com
funcbes exponenciais. Em um capitulo de seu trabalho séo tratadas as defini¢Ges, caracteristicas, propriedades e representacdes

gréaficas das funcdes exponencias, e em seguida é demonstrada a sua relacdo com a progressdo e geométrica.

3.2.1Termo geral de uma PG de 12 ordem
Presumindo uma Progressdo Geométrica (PG) de 12 ordem e seu termo geral a,,. Seguindo a Eq. (1), a sequéncia (a,,)

pode ser expressa por uma exponencial, £, (), definido como:

a,=E(n)= C," G, (15)
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Aqui, €, e €, s80 coeficientes que devem ser determinados com base nos parametros (Va, = q e a, Jque caracterizam
uma Progressdo Geomeétrica de 12 Ordem. Além disso, como E, (1) é uma funcdo exponencial ela pode ser completamente

definida a partir de dois pontos especificos, a saber, E, (1) e E;(2). Ou seja, paran = 1, tem-se:
E\(D=a;= C; G, (16)
E, paran = 2, tem-se:
E,(2)=a,= €, C, 17)

Substituindo a Eqg. (16) e Eqg. (17) na Eq. (2), aplicando o operador quociente para 0 primeiro termo, tem-se:

_ 8 _E(2) _ 6" G _ (18)
Va, = a, E (1) € G Cy-

Note que, Va, representa o primeiro quociente da sequéncia (a,, ), € importante ver que, esse Va, = g , ou seja, Va, é
a razdo da PG de 12 ordem pois, por se tratar de uma PG classica, quando fazemos o quociente entre os termos, temos uma

sequéncia de varidveis constantes chamadas de razao.

Com esses dados da Eq. (16) e Eq. (18) forma-se um sistema ndo linear, com duas incognitas, dado por:

{ C, Co=a, (19)
Cl = vﬂ.l ’

Resolvendo o sistema, obtém-se os respectivos valores para as incognitas ; = Va, e Cy= ;Tl' que substituindo na
1

equacdo Eq. (15) chega-se na formula do termo geral de uma PG:

(a,)=E(n)= C," CG=V"a, ;[Tj' (20)
1
Resulta-se:
(a,)=a,(V'a; V'a) =a, V" la = a; ¢". (21)

Neste contexto, a Eq. (21) representa o termo geral de uma Progressdo Geométrica de 12 Ordem, que é justamente a

férmula usada para o termo geral de um PG tradicional.

3.2.2Termo geral de uma PG de 22 ordem
Presumindo uma PGSO com seu termo geral a,,. Seguindo, a sequéncia (a,,) pode ser expressa por uma exponencial,

E,(n),definido como:

(a,)=E,(n)= ¢, ¢, C, (22)
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Aqui, C,, €, e C, sdo coeficientes que devem ser determinados com base nos parametros (V2a, = q,Va, e a,)que
caracterizam uma PGSO. Além disso, como E,(n) é uma exponencial, ela é completamente definida a partir de trés pontos

especificos, a saber, E;(1), E;(2) e E;(3). Ou seja, paran = 1, temos:

a,=E(1)=c'g!c, (23)
parann = 2, temos:

a,=E,(2)= C,*C,? ¢, (24)
paran = 3, temos:

a;=E,(3)= C,° ¢° G, (25)

Comparando a Eq. (23), Eq. (24), na Eq. (2), e realizando o operador quociente entre o primeiro termo n=1, 0
segundo termo n = 2, tem-se:

Va, =2 = E(2) _ GGG
174, B0 & ot

(26)

= G,* ¢l =Va,.

Comparando a Eq. (23), Eq. (24), Eq. (25), na Eq. (3), e realizando o operador quociente mais uma vez entre 0

primeiro termo n = 1, segundo termo n = 2, o terceiro termo n = 3, tem-se:
— _ -2

Note que, V2a, representa o segundo quociente da sequéncia (a, ), € importante ver que, esse V2a; = g, OU S€ja,
VZa, é a razdo da PGSO pois, a intencdo de fazemos o operador quociente entre os termos é chegar em uma sequéncia de

variaveis constantes chamadas de razao.

Com esses dados da Eq. (23), Eq. (26) e Eq. (27) forma-se um sistema de equacdes ndo lineares com trés incdgnitas,

dado por:
sz = vﬁl

Quando resolvido o sistema acima, resulta nos valores das incognitas s, C; e Cy:

2. N: 2. 12 (29)
C,=(Via,)z, €, =Va, (V:a,) 7, Cy=a, (Va,) 1 Via,.

Substituindo os coeficientes encontrados na Eq. (29), obtém-se a férmula do termo geral da PGSO.
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10 _apn (30)
an=[(2a)?] [va, ¥2a)7F] [a, (Vo) Va,]
n® 3n 1
a,=(V?a,)z "z 1 (Va,)" 1a,. (31)
Ou ainda, de acordo com Lopes (2017), dissertacdo de mestrado de Fernando Henrique Lopes:
a,=a, b,( 1) g"). (32)

Onde g, = by, e g, = g, é arazo da progresséo de primeira ordem.

Portanto, chegamos a férmula do termo geral de uma PGSO, ao qual utilizamos um sistema néo linear para encontrar
os respectivos valores das constantes C,, C, € C, € substitui-los na funcéo exponencial ao qual uma PG pode ser representada, e
com isso concluimos a demonstracdo da nova ferramenta que permitird encontrar qualquer termo arbitrério da PG de 22 ordem,

partiremos agora para algumas aplicagdes dessa formula na prética de exercicios.

4. Resultados e Discussao

Os resultados obtidos neste estudo destacam as caracteristicas essenciais das progressdes geométricas, além de suas
extensdes para progressdes de ordens superiores, alinhando-se as bases tedricas apresentadas. Conforme discutido por
(Carvalho, 1997), as sequéncias, enquanto conjuntos ordenados de nimeros, podem ser finitas ou infinitas. Esta distin¢do é
crucial para a anélise de padrdes numéricos, uma vez que sequéncias finitas apresentam aplicac@es préticas diretas, enquanto as
infinitas demandam abordagens tedricas mais complexas. Verificou-se que a formulagdo de progressdes de ordens superiores
exige a transicdo do conceito de sequéncia finita para uma abordagem que incorpore infinitude e abstragdo, corroborando a
visdo de Ibid (1997, p. 9) sobre a necessidade de precisdo matemaética nesses casos.

A definicdo de PA apresentada por (Lopes, 1989) foi fundamental para interpretar a regularidade nos resultados
obtidos. A féormula do termo geral foi validada em experimentos numéricos para progressdes finitas e infinitas, confirmando a
linearidade da PA em diversas aplicagdes. Além disso, os critérios de classificacdo (crescentes, constantes ou decrescentes)
discutidos por Lopes também foram observados, influenciando diretamente as propriedades dos sistemas analisados. Esses
resultados mostram que as PA sdo adequadas para modelar problemas que envolvam crescimento ou declinio linear.

No caso da PG, a abordagem de (Lopes, 1989) também se mostrou consistente. A formula do termo geral e as
classificacfes associadas a razdo foram verificadas experimentalmente. De maneira complementar, a analise dos
comportamentos alternantes da PG reforcou o papel da razdo negativa como um fator determinante em aplicacdes que
envolvam alternancia de sinais, como em modelos financeiros com variagdes de lucro e prejuizo.

Adicionalmente, os estudos de (Nobre & Rocha, 2018) sobre progressdes aritméticas de ordens superiores foram de
grande valor para o desenvolvimento e resolucdo de problemas interessantes na matematica como: NUmeros Figurados,

nameros poligonais, nimeros naturais em espiral retangular e o triangulo de Pascal.
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Por outro lado, (Lopes, 2017) fornece uma perspectiva inovadora ao conectar progressdes geomeétricas de ordens
superiores (PGOS) a progressfes de primeira ordem, por meio de relagdes entre termos sucessivos. Essa abordagem foi
confirmada nos resultados deste estudo sendo eficaz para representar padrdes em progressdes geométricas de segunda ordem.

Os resultados também confirmam os avangos recentes de (Vilela et al. 2024), que propuseram uma abordagem
iterativa baseada em sistemas lineares para progressdes aritméticas de ordens superiores. No contexto deste estudo, tal
abordagem revelou-se especialmente Gtil para validar experimentalmente as propriedades das progressfes de segunda ordem,
bem como para explorar aplicagdes praticas.

Dessa forma, ao integrar as contribuigdes teoricas discutidas no referencial teérico com os resultados experimentais,
observa-se que as propriedades fundamentais das progressdes classicas (PA e PG) sdo efetivamente generalizaveis,
similarmente ocorrendo nas progressdes de ordens superiores. Este trabalho ndo apenas reforca os achados dos autores
previamente mencionados, mas também contribui com uma nova perspectiva sobre as aplicacdes préaticas dessas progressoes,
em especial no contexto de padrdes complexos.

Vamos ver algumas aplica¢bes de PGSO

a. Em uma coldnia de microrganismos, 0 niumero de microrganismos aumenta a cada hora. No inicio da observacéo, a
coldnia tinha apenas 3 microrganismos e na 2% hora 5 microrganismos ndo seguindo um padrdo imediato. Esta
situacdo pode ser modelada por uma sequéncia onde cada termo representa 0 nimero de microrganismos apés cada

hora. A sequéncia (a,)= (3, 5,25,375, 16875,-- ). Determine 0 ndmero de microrganismos na coldnia ap6s 7

horas, ou seja, encontre o 7° termo desta sequéncia.

Resolucdo.
Vamos aplicar o operador quociente Va,, para saber de qual ordem se trata esta sequéncia.

(o= (52,2215 (55,1505

Percebe-se que ndo encontra-se uma constate entdo, ndo trata-se de um PG de 1 ordem, faremos o operador quociente
V pela segunda vez, temos:
(Va,) =(3,3,3,-).

Note que, chega-se em um constante, logo trata-se de uma PG de 22 ordem, utilizando agora a férmula do termo geral

aqui desenvolvida para PG de 22 ordem, temos.
ALY
a,=V?a,)Z 27 (Vg )" taq.

Substituindo o V2@, pela constate g = 3 que é o primeiro termo da sequéncia (VZa,), € Va, por 5/3 onde é o

primeiro termo da sequéncia (Va,, ) e por fim a; = 3 primeiro termo da sequéncia (a,, ) dada inicialmente, logo.
37 7-1

B @ (3)

18-21+2 (5)5 -
3

a;=(3)
a,= (375 (5) 3)

3
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az; = (3)*°[5]°
a, = 922640625.

Portanto o 7° termo da sequéncia (a,,) € 922640625.

b. Uma fazenda produziu 1 tonelada de trigo em seu primeiro ano de operacdo. A cada ano, a producdo aumenta algumas
toneladas em relagdo ao ano  anterior. Associando esse crescimento a uma  sequéncia
(a,)=1(1,2,12,216, 11664 --- ), ao qual cada termo se refere a quantidade de toneladas de trigo produzidas a cada

ano, determine a producdo total de trigo que foram produzidas nos 6 primeiros anos dessa fazenda.

Resolugéo.

Verificaremos primeiro do se trata essa sequéncia, se € uma PG de 12 ou 22 ordem, faremos isso usando o operador
quociente V.

2 12 216 11664
(Va,)=( 22252 ) (26,1854 ).

Como ndo obtém-se uma sequéncia constante, aplicaremos novamente o V.

6 18 54
{vzan) = (EJE:E:'" ) = (3:3:3:." }'

Note que, chegamos em uma constante, e realizou-se o operador diferenca 2 vezes, portanto se trata de uma PG de 28
ordem, e aplicando a férmula do termo geral, temos.

n’_ 3,
a,=(V¢ay))Z "2 (Va)" ! (a).

Nota-se que ele pede a soma e todas as toneladas produzidas nos 6 primeiros anos (termos), e veja que a sequéncia
dada que mostra a quantidade de toneladas a cada ano s6 vai até 0 5 ano, ou seja, usaremos a formula do termo geral para
encontrar o 6° termo da sequéncia.

6% 36
ag=(3)7"7 1 (2571 (3)

36—18+2

as=03)"2 (2)° (3)
as=(3)'"(2)° (3)

as = 5668704.
Por fim, somando a, + a, + a; + a4 + as + a, temos:

S=1+2+12+216 + 11664 + 5668704. Logo, S = 5668704 Toneladas produzidas em 6 anos.
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c. Verifique se as sequéncias dadas sdo progressdes geométricas de segunda ordem. Em caso afirmativo, encontre o 6°
termo de cada sequéncia.

a)(15ﬁﬁ )

by (2, 28,78 0% )

3 3 3

o (-2 -3-2-)
Resolugéo.

a) (a,)= (1 ?5 LI ) utilizando o operador quociente para ver se uma PG de 22 ordem.

Aplicando novamente o operador quociente temos:

== 333
2 4 j—
(Va,) = ( sI5 s )—( E’E’E’m)'
2

w=(3)" * ©w

36—18+2

w=(3) ~ © O

w6 () & W

a; = 180203,24707031.

b) (a,)= (— 8 ﬂ, _4;% ) utilizando o operador quociente para ver se é uma PG de 22 ordem.

—8 —128 —4096

(3 _3 3 =
(Va,) = e (8,16,32,---).
3 3 3

Aplicando novamente o operador quociente temos:

16 32
{Vzan} — (E’E' ) = {2,2’2, )

Portanto, visto tratar-se de uma PG de 22 ordem, vamos determinar seu 6° termo:
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0= @7 7 @ ()

oo = (z)ze—éen ) (_?1)
as= (2 @ ()

_ 33554432
6 3 '

¢) (a,)= (—4,_?11, —3,—2,- ) utilizando o operador quociente para ver se uma PG de 22 ordem.

__11 3 2 11 2
3~ -3 —
v = T T g T St =\s=r77:s
(Va,) —4 11" "3 (12 11'3 )
3

Aplicando novamente o operador quociente temos:

2
3 _(103 22 )
9 | \1217270 )

11

=l

(V2a,) =

[y
[y

[y
B2

Portanto, ndo se encontra uma constante, logo ndo trata-se de uma PG de 22 ordem.

5. Concluséo

O presente artigo explorou de maneira inovadora e sistematica a Progressdo Geométrica de 22 Ordem, oferecendo uma
nova formulacdo para o termo geral baseada em sistemas néo lineares. Ao longo da pesquisa, foi possivel desenvolver uma
férmula iterativa e sistemdtica para encontrar qualquer termo de uma PG de 22 ordem, representando um avango significativo
na area. A abordagem proposta vai além da compreensdo teorica tradicional, a lei de recorréncia apresentada, permitiu
identificar padrGes e propriedades intrinsecas dessas progressoes, enriquecendo o conhecimento existente e abrindo caminhos
para aplicagdes inovadoras.

A utilizacdo do Operador Quociente (V) como ferramenta fundamental na definicdo das PG de 22 ordem, permitiu
uma analise precisa da relacdo entre os termos da sequéncia, proporcionando uma compreensdo mais profunda da estrutura
dessas progressdes. A formula de recorréncia proposta, que ndo foi identificada em materiais de referéncia existentes, destaca-
se como um avancgo notavel, possibilitando a formacdo de PG de 22 ordem de maneira flexivel e personalizada. Os exemplos
fornecidos da férmula de recorréncia, permitiu a construcdo de PG de 22 ordem a partir da escolha arbitraria de uma constante
(9) e dos dois primeiros termos consecutivos a, e a,. Essa abordagem oferece um método iterativo e abrangente para a geracéo
de sequéncias, ampliando as possibilidades de estudo e aplicacdo das PG de 22 ordem.

Além do mais, o artigo destaca a relagcdo entre as PG de 2% ordem e fungdes exponenciais, evidenciando a
interconexao entre esses conceitos matematicos. A formula do termo geral apresentada permite uma representacdo exponencial

das PG de 22 ordem, contribuindo para uma compreensdo mais abrangente dessas sequéncias. Em sintese, este estudo nao
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apenas avanca o entendimento sobre as Progressdes Geométricas de Ordem Superior, mas também fornece uma base sélida
para futuras pesquisas e aplicagdes inovadoras no campo da matematica, biologia, fisica e engenharia.

Por fim, algumas possibilidades interessantes de futuras pesquisas na area das progressdes de ordem superior se
destacam tais como, explorar a aplicabilidade do método proposto em modelagens reais de problemas nas ciéncias naturais,
como crescimento populacional ou processos quimicos dinamicos, onde as progressdes geométricas sdo frequentemente
utilizadas. Além disso, recomenda-se a continuacdo do estudo com progressdes geométricas de 3, e k ordens superiores, para
determinar sua férmula do termo geral, padrSes e novas propriedades. Por fim, seria relevante desenvolver algoritmos
computacionais que automatizem a resolucdo dos sistemas ndo lineares associados, viabilizando o uso desse método em larga
escala por pesquisadores e profissionais. Essas abordagens podem ampliar o escopo de aplicagdo das progressdes geométricas

e fortalecer ainda mais a relevancia do tema na matematica e em areas correlatas.
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