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Resumo

A Conjectura de Goldbach, um problema antigo e importante da teoria dos nimeros que consiste em determinar se
todo nimero par maior que 2 pode ser expresso como a soma de dois nimeros primos. Ainda que muitos avangos
tenham sido feitos na busca por uma solugéo para essa conjectura, ela permanece sem solucao até hoje. O objetivo do
artigo é analisar a relagcdo entre a Conjectura de Goldbach e a distribuicdo de nimeros primos, duas questfes
fundamentais da teoria dos nameros. Serdo apresentados os principais resultados e teorias utilizados pelos
matematicos para tentar resolver a conjectura, além de discutir como o estudo da distribuicdo de nimeros primos pode
levar a avancos significativos nessa busca. A importancia da pesquisa esta na resolucédo de um dos maiores mistérios
da matematica, bem como nas implica¢Ges da conjectura em outras areas da ciéncia e da tecnologia. Ainda, a pesquisa
contribui para o avan¢o da teoria dos nimeros e para a compreensdo da distribuicdo de nimeros primos, um problema
fundamental da matematica.
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Abstract

Goldbach's Conjecture, an ancient and important problem in number theory, states that every even number greater
than 2 can be expressed as the sum of two prime numbers. Although many advances have been made in the search for
a solution to this conjecture, it remains unsolved to this day. The goal of the article is to analyze the relationship
between Goldbach's Conjecture and the distribution of prime numbers, two fundamental questions in number theory.
The main results and theories used by mathematicians to try to solve the conjecture will be presented, as well as
discussing how the study of prime number distribution can lead to significant advances in this search. The importance
of the research lies in solving one of the greatest mysteries in mathematics, as well as in the implications of the
conjecture in other areas of science and technology. Additionally, the research contributes to the advancement of
number theory and the understanding of prime number distribution, a fundamental problem in mathematics.
Keywords: Mathematics; Conjecture; Goldbach; Primes.

Resumen

La Conjetura de Goldbach es un antiguo e importante problema de la teoria de los ndmeros, que consiste en
determinar si todo nimero par mayor que 2 puede ser expresado como la suma de dos nimeros primos. Aunque se
han logrado muchos avances en la bisqueda de una solucidn para esta conjetura, hasta hoy permanece sin resolucion.
El objetivo de este articulo es analizar la relacion entre la Conjetura de Goldbach y la distribucion de los nimeros
primos, dos cuestiones fundamentales de la teoria de los nimeros. Se presentaran los principales resultados y teorias
utilizadas por los matematicos para intentar resolver la conjetura, ademas de discutir como el estudio de la
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distribucion de los nimeros primos puede conducir a avances significativos en esta busqueda. La importancia de esta
investigacion radica en la resolucion de uno de los mayores misterios de las mateméticas, asi como en las
implicaciones de la conjetura en otras areas de la ciencia y la tecnologia. Asimismo, la investigacion contribuye al
avance de la teoria de los nimeros y a la comprension de la distribucion de los nimeros primos, un problema
fundamental de las matematicas.

Palabras clave: Matemaéticas; Conjetura; Goldbach; Primos.

1. Introducgéo

A Conjectura de Goldbach é um dos problemas mais antigos e famosos da teoria dos nimeros, formulado pelo
matematico alemédo Christian Goldbach em 1742. A conjectura afirma que todo nimero par maior que 2 pode ser escrito como
a soma de dois nimeros primos. Apesar de ter sido estudada por muitos matematicos famosos ao longo dos séculos, a
conjectura ainda ndo foi provada nem refutada. Ainda que pareca um problema simples, sua complexidade e importancia para
a teoria dos nimeros tornam a Conjectura de Goldbach um desafio fascinante para mateméticos em todo o mundo (Bertone,
2014).

O problema da Conjectura Forte de Goldbach é um dos problemas mais estudados na teoria dos nimeros, e tem sido
alvo de atencdo dos matemaéticos desde o século XVI1II. A conjectura pode ser formulada em termos simples, mas a sua solucéo
é incrivelmente dificil. Mesmo os matematicos mais renomados da histdria, como Euler e Hardy, foram incapazes de resolver o
problema. Ainda hoje, a conjectura permanece aberta e é considerada um dos maiores mistérios da matematica (Bertone, 2014;
Apostol, 1998).

O impacto da Conjectura de Goldbach vai além da prépria teoria dos nimeros. A ideia de que todos 0s nimeros pares
podem ser escritos como a soma de dois nimeros primos tem implicacdes importantes em outras &reas da matematica e da
fisica, incluindo a teoria dos grafos e a teoria dos nimeros aleatérios (Rieu, 2015). Além disso, a conjectura tem sido utilizada
em criptografia para criar algoritmos seguros de codificacdo de informagdes. Por essa razdo, o estudo da Conjectura de
Goldbach tem um papel fundamental no avanco da ciéncia e da tecnologia (Maiers, 2005; Bertone, 2014).

Sendo assim, é importante ressaltar que a Conjectura de Goldbach é um problema em aberto que tem desafiado os
matematicos por mais de 270 anos (Bertone, 2014). Apesar dos avangos na teoria dos ndmeros e no poder computacional, a
conjectura permanece sem solucdo. A busca por uma solugdo para este problema néo é apenas um exercicio intelectual, mas
também pode levar a avangos significativos em muitas areas da ciéncia e da tecnologia (Helfgott, 203). E por isso que a
Conjectura de Goldbach continua a intrigar os matemaéticos de todo 0 mundo, e provavelmente continuara a fazé-lo por muitos
anos.

O objetivo deste artigo é analisar a relagdo entre a Conjectura Forte de Goldbach e a distribuicdo de nimeros primos,
duas questbes fundamentais da teoria dos nimeros. Serdo apresentados os principais resultados e teorias que tém sido
utilizados pelos matematicos para tentar resolver a conjectura, além de discutir como o estudo da distribuicdo de nimeros
primos que pode levar a avancos significativos nessa busca.

Nessa dire¢do, a Conjectura de Goldbach é um dos problemas mais antigos e importantes da teoria dos nimeros, e
consiste em determinar se todo nimero par maior do que 2 pode ser expresso como a soma de dois nimeros primos. Embora
muitos avancos tenham sido feitos na busca por uma solugdo para essa conjectura, ela permanece nao resolvida até os dias de
hoje, a qual a distribuicdo de nidmeros primos é outro problema fundamental da teoria dos nimeros, que tem desafiado os
matematicos por séculos (Helfgott, 2025).

Embora tenham sido descobertas muitas propriedades de interesse sobre a distribui¢cdo de nimeros primos, ainda ha
muitas questfes em aberto, e a maneira como 0s nimeros primos sdo distribuidos continua sendo um dos maiores mistérios da
matematica. O problema da pesquisa deste artigo é, portanto, analisar como a distribuicdo de nimeros primos esta relacionada
com a Conjectura de Goldbach e como esse estudo pode levar a avancos significativos na busca por uma solugdo para essa
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conjectura.

2. Metodologia

Este estudo caracteriza-se como sendo uma pesquisa mista, tedrica, de natureza quantitativa, com objetivo
exploratdrio, descritivo e reflexivo (Pereira et al., 2018; Gil, 2017) e também pode ser considerado como sendo um estudo de

caso centrado no fendmeno da conjectura forte de goldbach e a fungéo g(n): Analise da distribuicéo dos primos (Yin, 2015).

3. Resultados e Discussao

3.1 Sobre Teoria dos NUmeros

Antes de adentrar ao conteido de interesse, é importante ressaltar alguns pontos importantes. Entre alguns, algumas
sequencias importantes no conjunto dos Naturais (N), de modo que (n), ey = (1,2,3, ..., n, ... ) 80 todos naturais, ao passo que
(2n)pen = (2,4,6,000, 2n, ...) sdo todos os naturais pares, ¢, 2n — 1), ey = (1,3,5,...,2 — 1, ...) sdo impares pertencentes
ao Conjunto dos Naturais (Bernardes, 2020).

Com isso, exalta que n é, portanto, n-ésimo nimero natural, 2n é 0 n-ésimo nimero par, e 2n — 1 é 0 n-esimo impar.
Nessa perspectiva, é necessario tratar sobre o Teorema Fundamental da Aritmética (Bernardes, 2020), resumidamente, é

possivel compreender esse teorema da seguinte maneira:

1) Todo nimero n > 2 que pertencente ao conjunto dos naturais pode ser reescrito como o produto o produto de

nameros primos, a saber: py, p,, ps, -.., Px € P, de forma que,

n =P1XP2XP3X ... XPken (1)

2) Se o produto dos nUMeros pyey = qsen, S€NdO py, 02, .., Pk = 41,93, -, q4s € P, €, sendo p; < p, < ps, ..., ps de

igual maneira que q; < q, < qs, ..., Ps, ENtAO K =S, COM p; = q4, P2 = G2 € Pr = qs-

Com somente estas duas proposi¢des, é possivel iniciar uma l6gica matemaética que leva a quantidade de divisores de
um namero natural, e modo que essa quantidade € finita. Para indicar essa quantidade, é comum usar a seguinte notacgao:

t(n) = {t € N;t édivisor den. 4)

Com n qualquer pode ser composto no produto de primos, paran > 2 € N, a formalizagdo do produto é
n= [H=1p" )

De maneira que a quantidade de divisores sera,

(M) = [[i=1(ax + 1) (6)

Em consonancia como (5) e (6), sabe-se que se n € Natural, entdo n serd quadrado perfeito se, e somente se t(n) for

impar. A decomposicdo primaria é importante para quando se deseja encontrar tanto 0 mmc, ou, 0 mdc de dois naturais. Em
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todo caso, Euclides por volta de 300 a.C e 270 a.C, demonstrou que o conjunto dos nimeros primos P é infinito (Derbyshire,
2012).
A demonstracdo foi realizada por absurdo. Admite-se que exista uma quantidade finita de primos, organizados da

seguinte maneira

D1, P2, P3) ) P )

Entéo, basta construir o produto,

N=P1XP2XP3X..XPny1 (8)

Logo, pn+1 € um nimero primo e esta na lista (0 que € uma contradicdo pois ele ndo esta na lista), ou n é composto
por primos que ndo estdo na lista que ndo é seu divisor. Consequentemente, n tem um fator primo que ndo esté na lista, o que
contradiz a hip6tese de que ja listada sobre todos os primos (Derbyshire, 2012).

Como os nimeros primos sdo infinitos, existem diversos interesses, dilemas e curiosidades sobre suas propriedades
(APOSTOL, 1998). Na Teoria dos NUmeros, possui entusiasmo sobre as propriedades que cercam os primos, estes por sua vez
sendo considerados como os blocos de construgdo fundamental dos naturais, e, um ponto de vontade advém da sua
distribuicdo. Ou seja, como esses numeros sdo distribuidos para n,cy muito grande (Ribas, 2011). A importancia da
distribuicdo de nimeros primos na teoria dos nimeros se deve ao fato de que muitos dos problemas mais importantes nessa
area estdo intimamente relacionados a essa distribuicdo (Sousa, 2013).

Segundo Bernades (2020), a distribuicdo de nimeros primos tem uma série de aplicagdes préticas, incluindo em
criptografia e seguranca da informacao. Essas aplicages decorrem da propriedade dos primos de serem dificeis de fatorar, de
maneira que a criptografia moderna depende da escolha de nimeros primos grandes para garantir a seguran¢a dos dados, e, a
distribuicdo trata que esses niumeros sejam suficientemente aleatérios e dificeis de serem descobertos (Eves, 2011).

Acerca do conteldo sobre a distribuicdo dos nimeros primos, vale ressaltar o Teorema de Dirichlet, que trata de
progressdes aritméticas em primos. O teorema afirma que se a e m sdo inteiros positivos e coprimos, entdo existem infinitos

primos congruentes a a e mod m (Montgomery & Vaughan, 2006). Sabendo a progressdo pode ser,

a,a+ma+2m,a+3m,.. 9

Este teorema, enunciado e demonstrado por Peter Gustav Lejeune Dirichlet em 1837, foi uma das primeiras
aplicacOes bem-sucedidas de técnicas da analise complexa a teoria dos nimeros, marcando 0 nascimento da teoria analitica dos
nimeros. A demonstracao utiliza, caracteres de Dirichlet e fungdes L de Dirichlet, além de argumentos de séries de Dirichlet e
a generalizagdo da fungdo zeta de Riemann (Montgomery, Vaughan, 2006).

Quanto a sua relevancia, Maiers (2005) explica que ele mostra que 0s nimeros primos nao aparecem ao acaso na reta
numérica, mas se distribuem de maneira equitativa entre as progressfes aritméticas que respeitam certas condi¢des. Com isso,
consolida diversas conjecturas e teoremas subsequentes sobre a distribuicdo dos primos, como as conjecturas de Hardy-
Littlewood (sobre primos gémeos e em progressdes) e a conjectura de Elliott-Halberstam (sobre uniformidade de distribuicdo

dos primos em progress6es modulares) (Sousa, 2013).
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3.2 Enunciado Formal da Conjectura Forte de Goldbach

A Conjectura de Goldbach afirma que todo nimero par maior do que 2 pode ser expresso como a soma de dois
nameros primos. Seja P o conjunto dos nimeros primos, e 2n, <y 0 subconjunto dos pares de naturais, tal que n > 2,
Goldbach diz que

Vn € Npgr,Ap,P2 EP|n=p + p,. (10)

Apesar de possuir certa simplicidade, a conjectura leva a questfes sobre a distribui¢do aditiva dos primos. Inclusiva,
devido a ter caracteristica global, a conjetura também pode interferir nos pares, o que é um problema para a sua demonstracao
formalizada (Sousa, 2013).

Até o presente momento, verificagdes computacionais, como as conduzidas por Tomas Oliveira e Silva (2014),
confirmaram a veracidade da conjectura para todos os nimeros pares até aproximadamente 4x10%, No entanto, essa
verificacdo é finita, por mais amplitude que tenha, de fato ndo constitui uma prova formal, j& que a conjectura € um
quantificador universal sobre um conjunto infinito.

Entre as abordagens mais relevantes na tentativa de demonstrar a Conjectura Forte de Goldbach destacam-se os
métodos analiticos baseados em fungdes L — generalizacfes da fungdo zeta de Riemann, e as técnicas da teoria dos nimeros
aditivos, como a analise harmdnica por meio de séries de Fourier e 0s métodos da teoria de crivos. Essas ferramentas tém sido
empregadas para investigar a densidade e a estrutura aditiva dos nimeros primos, buscando verificar estimativas para a
ocorréncia de pares primos cuja soma resulte em inteiros pares (Melo, 2016; Eves, 2011).

Apesar da Conjectura Forte de Goldbach ainda ndo tenha sido demonstrada nem refutada de forma, os esforcos
voltados a sua resolucdo tém gerado avangos em distintos dominios da matematica. Especificamente, o estudo dessa conjectura
tem trazido desenvolvimento de ferramentas, ao exemplo da criptografia, combinatéria aditiva e anélise assintdtica. A
permanéncia da conjectura como um dos principais problemas em aberto da mateméatica moderna continua a catalisar
pesquisas (Lkeda & Suriajaya, 2025).

Ao longo dos séculos, diversas reformulagdes equivalentes e extensfes da conjectura tém sido propostas. Dentre elas,
destaca-se a Conjectura Fraca de Goldbach, segundo a qual todo nimero impar maior que 5 pode ser expresso como a soma de
trés nimeros primos. Essa versdo, de carater menos restritivo, foi formalmente demonstrada por Harald Helfgott em 2013,
mediante 0 uso de técnicas combinadas da teoria dos crivos, analise harmbnica e verificagdo computacional (Lkeda &
Suriajaya, 2025).

3.3 A Funcéo de Contagem dos Primos m(x)

A compreensdo da Conjectura de Goldbach, em sua forma forte, exige uma anélise com atencéo da forma como os
nameros primos se distribuem ao longo dos inteiros positivos. Para tanto, uma das ferramentas mais fundamentais da teoria
analitica dos nimeros é a chamada fung¢éo de contagem dos primos, denotada por m(x) (Helfgott, 2023).

A funcdo 7(x) é definida como

n(x) ={p €P|p <x} (11)

Ou seja, m(x) representa a quantidade de nimeros primos menores ou iguais a um dado nimero real positivo. Esta

fungdo € discreta, crescente e ndo linear, refletindo o fato de que os primos se tornam menos frequentes a medida que nos
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afastamos da origem. Historicamente, o comportamento de m(x) foi objeto de intensas investiga¢cdes, culminando no

denominado Teorema dos NUmeros Primos (Helfgott, 2023), cuja forma assintética é dada por:
m(x) ~——, quando x — oo (12)

Essa equivaléncia assintotica implica que, apesar de 0s primos se tornarem menos frequentes a medida que x cresce,
sua densidade decai de forma logaritmica, de modo que ndo desaparecem e continuam suficientemente infinitos. Além disso, a
funcdo m(x) pode ser aproximada com maior precisdo pela funcdo logaritmica integral (Helfgott, 2023; Sousa, 2013), definida

como:

. x dt
Li(x) = J, — (13)
f o que fornece estimativas proximas ao comportamento real da fungéo de contagem dos primos. Sob a suposicao da

Hipdtese de Riemann, tem-se uma estimativa refinada do erro:
m(x) = Li(x) + O(xe‘“/m), parac > 0. (14)

Em observancia ao contexto aditivo, a Conjectura de Goldbach, m(x) é possivel estimar quantos primos estdo
disponiveis para formar pares cuja soma seja um namero par especifico. A escassez de primos em determinadas faixas poderia
inviabilizar tais representa¢cdes, mas o comportamento suave garante que, para valores grandes de x, sempre ha um nimero de
candidatos potenciais (Montgomery & Vaughan, 2006).

Além de m(x), outras funcdes derivadas sdo utilizadas para entender e estimar a distribui¢do de primos:
0(x) = Yp<x Ln p (funcéo de Chebyshev), (15)
@(x) = X, < A(n) (funcdo de Chebyshev com von Mangoldt). (16)

Essas fungdes estimam m(x), ao passo que trazem conexdes com a funcdo zeta de Riemann, cujos zeros ndo triviais
influenciam diretamente a precisdo dessas aproximagdes.

Nesse interim, € importante destacar que a funcdo w(x) estd na base que sustentam a funcdo G(n), que conta o
nimero de representacdes de um nimero par como soma de dois primos. Uma expressdo comum para G(n), baseada em

fungdes indicadoras (Montgomery & Vaughan, 2006; Bertone, 2014), é dada por:
G(Tl) ~ ZZ sp<n/2 P(x) P(n - x) (17)
Essas expressdes dependem diretamente da densidade de primos estimada por m(x), onde p(x) é a fun¢do indicadora

dos primos. A estimativa de quantos desses pares existem depende diretamente da densidade de primos em torno de n, a qual é

regida por m(x).
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3.4 A Funcéo G(n)

A Conjectura Forte de Goldbach afirma que todo ndmero par n > 2 pode ser escrito como soma de dois primos:

n=p+gq, p,q €P. (18)

Neste caso, a Fungdo G(n) ilustra o nimero total de pares. A validade da conjectura para um valor especifico de n
equivale a verificagdo de que G(n) > 0. Contudo, sua atuacdo vai além da verificacdo, visto que revela padrdes ligados a
densidade dos primos (Goldston & Suriajaya, 2023).

Com isso, a funcdo G (n) é central na andlise quantitativa da Conjectura Forte de Goldbach. Seu objetivo é medir, para
um dado nimero par n, 0 nimero de pares ordenados de primos tais que p + q = n,cy. A0 invés de apenas verificar a
existéncia de uma solucdo, como propde a conjectura, a funcdo G(n) busca enumerar todas as representacbes possiveis

(Goldston & Suriajaya, 2023). Formalmente, definimos:

Gm) =#{p,q) EP*’|p+q=np <q}, (19)

Onde P é o conjunto dos nimeros primos. Considera-se usualmente p < g para evitar contagens duplicadas de
expressdes simétricas, como 3 + 7 e 7 + 3. A funcdo G (n) pode também se expressa em termos de uma funcdo indicadora de

primos p(x), ao exemplo da

G() = Yo <psn/2P(X).p(n—x) (20)

Com essa formulagdo, é possivel implementar algoritmos computacionais para verificar empiricamente a conjectura
em grandes intervalos. Além disso, ela conecta diretamente o crescimento de G(n) a densidade dos primos menores que n,
governada por m(n) (Goldston & Suriajaya, 2023; Maiers, 2005).

Espera-se que G(n)cresca com n. Essa expectativa € reforcada por uma estimativa classica obtida por Hardy e

Littlewood, via método do circulo, que fornece a seguinte aproximacao:

N

G~ 2C. 5,5

(21)

Onde € = 0,6601618... é a constante de Hardy-Littlewood. Essa formula revela que, mesmo com a rarefagdo dos
primos para grandes valores de n, ainda assim o nimero de representacdes G(n) tende a aumentar, embora lentamente
(Goldston & Suriajaya, 2023). Granville (2015) também explorou padrdes na distribuicdo de primos que sustentam a
conjectura de Goldbach, direcionando que certos padrdes se mantém mesmo em faixas numéricas extremamente elevadas. Por

exemplo, os valores empiricos de G (n) para alguns inteiros pares ilustram esse crescimento.
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Quadro 1 — Representacdes G (n).

N Representacdes G(n)
10 3+7,7+3 2
20 3+17,7 +13 2
50 3+47, 7+43, 13+37, 19+31 4
100 3+97, 11+89, 17+83, 6

Fonte: Elaborado pelos Autores (2025).

A funcdo G (n) fornece assim uma via para verificar a validade da conjectura para valores especificos, de maneira que
é possivel estudar seu comportamento estatistico em grandes intervalos. Portanto, G(n)é um ferramental a ser ainda
aprofundado, tanto do ponto de vista analitico, como também das aplicacfes computacionais, observando a distribuicdo e a
veracidade da Conjectura Forte de Goldbach lentamente (Goldston & Suriajaya, 2023), ao passo que aprofunda a compreenséo

matematica acerca da distribuicdo dos nimeros primos.

4. Concluséo

A Conjectura Forte de Goldbach ainda é como um dos marcos da matematica a serem solucionados, de maneira a
desafiar geracBes de matematicos desde o século XVIII. A aparente simplicidade de seu enunciado contrasta com a
complexidade das ferramentas analiticas necessarias para enfrenta-la, exigindo um profundo entendimento dos nimeros primos
e de sua distribuicdo ao longo dos inteiros.

No decorrer deste trabalho, demonstrou-se que a anélise da fungdo G(n), que quantifica as representacbes de um
nmero par como soma de dois primos, constitui um recurso para testar a conjectura, ao passo que € uma janela tedrica para
investigar as propriedades estatisticas e assintéticas da aritmética dos primos.

A interacdo entre a funcdo de contagem dos primos m(x), as func¢des de Chebyshev e os postulados oriundos da teoria
analitica dos nimeros revela que a densidade dos primos, embora decrescente, mantém-se suficientemente alta, sob hipéteses
plausiveis, a existéncia de pares primos para todos os pares n > 2n.

As estimativas assintdticas de Hardy e Littlewood, baseadas no método do circulo, de fato sdo um suporte para a
veracidade da conjectura, a0 mesmo tempo em que apontam a natureza intrinsecamente probabilistica do problema.

Embora a inexisténcia de uma prova geral limite o alcance dos resultados obtidos até o momento, existiram
progressos com intervalos finitos por meio de computadores, como a verificagdo para todos os pares até 4x10'®, com
refinamentos provenientes da teoria dos crivos, das fungdes L e da anélise harmdnica demonstram que a investigacdo da
Conjectura de Goldbach ultrapassa o valor de uma simples demonstracdo formal. T

Com efeito, trata-se de um problema estruturante, cujos desdobramentos trazem o avango da prépria matematica, em
especial da teoria dos nimeros, e cujas aplicacbes reverberam em &reas como a criptografia, a ciéncia da computagdo e os
sistemas de seguranca digital.

Portanto, conclui-se que o estudo da Conjectura Forte de Goldbach requer de fato uma solucdo completa, ao passo ha

caminhos para sua resolucao que ainda esta em aberto, a fungdo G (n), talvez possa mostrar um caminho a ser seguido.
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